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1. TEORIA

1.1 Do céu de Ptolomeu ao Sol de Kepler

Por quase 1500 anos dominou o modelo geocéntrico de Ptolomeu (séc. Il): a Terra parada no centro e os astros
girando em circulos, com epiciclos (circulos sobre circulos) para explicar o movimento retrogrado dos planetas,
que em certas épocas parecem andar para tras no céu.

e Copérnico (1543) prop6s o modelo heliocéntrico: o Sol no centro e a Terra como mais um planeta. Ainda
usava circulos perfeitos.

* Tycho Brahe (fim do séc. XVI) fez, a olho nu, as medi¢cdes mais precisas da época das posicoes dos
planetas, sobretudo de Marte.

* Kepler (1609-1619), usando os dados de Tycho, concluiu que nenhum modelo circular se ajustava as
medidas de Marte. Desse trabalho resultaram as trés leis de Kepler, que descrevem como os planetas se
movem.

» Galileu (1610), com a luneta, observou quatro luas girando em torno de Jupiter e as fases de Vénus, fatos
que o0 modelo geocéntrico nao explicava.

* Newton (1687) explicou por que eles se movem assim: a Lei da Gravitagcao Universal. As leis de Kepler
passam a ser consequéncias dela.

OBSERVACAO

As leis de Kepler descrevem a forma das érbitas e os tempos de percurso; a lei de Newton explica a
causa desse movimento, uma forga que depende das massas e da distancia. A maior parte dos
problemas se resolve com duas equacoes: a lei da gravitacao e a condicao de que a forga gravitacional &
a resultante centripeta. As trés leis valem para qualquer sistema em que um corpo de massa muito maior
domina o movimento dos demais: planetas em torno do Sol, a Lua e os satélites artificiais em torno da
Terra, as luas de Jupiter em torno de Jupiter.

1.2 Primeira lei de Kepler: lei das orbitas

12 LEI

Cada planeta descreve uma 6rbita eliptica em torno do Sol, e o Sol ocupa um dos focos da elipse.
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Elipse de semieixo maior a, semieixo menor b e semidistancia focal ¢, com a? = b? + c2.

* Periélio: ponto da orbita mais proximo do Sol, a distéanciar, = a — c.
o Afélio: ponto mais afastado, a distanciar, = a + c.
e Somando: 7, + 14 = 2a. Logo, o semieixo maior é a média entre as distancias minima e maxima:

Tp+ Ta
2

a =

Por isso a € chamado de raio médio da orbita.

- c . .
o Excentricidade ¢ = — (0 < e < 1) mede o achatamento da elipse. Para e = 0, a elipse se reduz a uma
a
. A . L . To — Tp
circunferéncia (os focos coincidem com o centro). Também vale e = —+ .
To +7p

e Para orbitas em torno da Terra, os pontos de menor e maior distancia chamam-se perigeu e apogeu.

Exemplo. A Terra ficaa 1,47 X 10" m do Sol no periélio (inicio de janeiro) e a 1,52 X 10™ m no afélio

1,47 + 1,52 1,52 — 1,47
% x 10" ~ 1,50 x 10! mee = ———"— ~ 0,017. A distancia

inicio de julho). Entdo a = =
( : ) 1,52 41,47
varia apenas cerca de 3% ao longo do ano.

ERRO COMUM

As drbitas dos planetas sdo elipses quase circulares (a da Terra tem e =~ 0,017). Os desenhos dos livros
exageram o achatamento. Por isso, em muitos problemas, tratamos a orbita como circular de raio r = a.
Ja os cometas tém orbitas muito alongadas (e proximo de 1). Além disso, o Sol fica no foco, e ndo no
centro da elipse. Outro erro frequente é atribuir as estacdes do ano a variacao da distancia ao Sol: a Terra
passa pelo periélio em janeiro, quando é inverno no hemisfério norte. As estagdes se devem a inclinagao
do eixo de rotagao.

1.3 Segunda lei de Kepler: lei das areas

22 LEI
O segmento que liga o Sol ao planeta (raio vetor) varre areas iguais em intervalos de tempo iguais. A

AA . .
grandeza — (velocidade areolar) é constante.

At



FORMULA

Para dois trechos quaisquer da orbita, com areas varridas A; e As nos intervalos Aty e Ats:
A, A
Aty - Atz.

Em particular, se At; = Ats, entdo A1 = As; e se Ay = 24, entdo Aty = 2 Aty: a area varrida é
proporcional ao tempo gasto.

arco longo (rapido)

arco curto (lento)

afélio periélio

A: = A; em tempos iguais = o planeta é mais rapido perto do Sol

As duas areas sombreadas sao iguais e foram varridas ho mesmo tempo.

Consequéncia: perto do Sol o raio vetor € curto; para varrer a mesma area no mesmo tempo, o planeta percorre
um arco mais longo. Portanto, ele é mais rapido no periélio e mais lento no afélio. O movimento é acelerado do
afélio ao periélio e retardado do periélio ao afélio.

Relacao entre as velocidades. No periélio e no afélio a velocidade é perpendicular ao raio. Num intervalo
pequeno At, a area varrida é praticamente um tridngulo de base v At e altura 7:

1 1
oAl = gran At =

As velocidades nos extremos do eixo maior sado inversamente proporcionais as distancias ao Sol. Para a Terra,
Up _ Ta _ 1,52
v, Ty 1,47
507, a velocidade no periélio é 50 vezes a do afélio.

~ 1,03: no periélio ela é cerca de 3% mais rapida que no afélio. Para um cometa com r, =

Como a area é proporcional ao tempo, a fragao do periodo gasta num trecho € igual a fragao da area total da
elipse (wab) varrida nesse trecho. Assim, o planeta gasta mais da metade do periodo na metade da érbita que
contém o afélio.



OBSERVACAO

A forca gravitacional aponta sempre para o Sol (forca central) e, por isso, ndo exerce torque em relagao a
ele. Assim, o momento angular L = m v r sen @ se conserva. A lei das areas é uma consequéncia dessa

conservacao e vale para qualquer forgca central, nao apenas para a gravitacional. A velocidade areolar
AA L

1.4 Terceira lei de Kepler: lei dos periodos

32 LEI

Para todos os corpos que orbitam o mesmo astro central, o quadrado do periodo é proporcional ao cubo
do semieixo maior:

T’ I
; = K (mesma constante para todos) = —; = —é
a a a
1 2

Deducao para orbita circular (raio r, astro central de massa M). A forga gravitacional é a resultante centripeta:

GMm ) 2\ 2 T2  4n?
=mwr=m|— | r =|—7==—
r2 T r  GM
2
e Aconstante K = G_M depende s6 da massa do astro central, nao da massa do planeta/satélite. A Lua

e um satélite artificial ttm a mesma K (orbitam a Terra); a Terra e Marte tém outra (orbitam o Sol).
o Unidades praticas: no Sistema Solar, com T' em anos e a em unidades astronémicas (1 UA = distancia
média Terra-Sol ~ 1,5 x 10 m), a lei assume a forma T? = a®.
¢ Planetas mais afastados tém periodo maior e velocidade orbital menor.
4m2r3
GT?
obtém-se a massa do corpo que ele orbita. Com a Lua (r = 3,84 x 108 m, T = 27,3 dias ~ 2,36 x 10°
s), resulta My ~ 6,0 x 10%* kg. E assim que se determinam as massas do Sol e de Jupiter.

 Massa do astro central. Isolando M: M = . Medindo o raio e o periodo da orbita de um satélite,

ERRO COMUM

Usar a 32 lei comparando corpos que orbitam astros diferentes (ex.: a Lua em torno da Terra com Marte
em torno do Sol). Outro erro: usar a distancia até a superficie (altitude h) no lugar da distancia até o
centro (r = R + h).

1.5 Lei da Gravitacdo Universal (Newton)

LEI DE NEWTON DA GRAVITAGAO

Dois corpos de massas M e m, cujos centros estio separados por d, se atraem com forgas de mesma
intensidade, mesma direcao e sentidos opostos (agao e reacao):

~ GMm

F P

G ~ 6,67 x 107! N - m?/kg’.

o F'é diretamente proporcional ao produto das massas e inversamente proporcional ao quadrado da
distancia: dobrando d, F' cai para i; triplicando d, cai para %.



e Para esferas homogéneas (ou em camadas), a atragao externa é a mesma que se toda a massa estivesse
no centro. Por isso d é medido entre os centros.

e Superposicao: se varios corpos atraem um mesmo corpo, a forca total € a soma vetorial das forcas
individuais.

¢ A forca gravitacional é sempre atrativa e ndo pode ser blindada: nenhum material colocado entre os
corpos a anula.

o Como (G é muito pequena, a atracdo entre objetos do dia a dia é imperceptivel. Duas pessoas de 60 kg a
6,67 x 10711 .60 - 60
12

grao de poeira. A constante foi medida por Cavendish (1798) com uma balanga de torgédo: esferas
grandes de chumbo atraiam esferas pequenas presas a uma haste suspensa por um fio, e a pequena
torcao do fio permitia calcular G.

1 m uma da outra se atraem com F' = ~ 2,4 x 107 N, menos que o peso de um

GMTT)’L
T, logo MT =

~ 6 x 10%* kg. Por isso o experimento de Cavendish ficou conhecido como a

¢ Massa da Terra. O peso de um corpo na superficie é a atragcao da Terra: mgy —
goR> 10 (6,4 x 10°)?

G  6,67x101
pesagem da Terra.

ERRO COMUM

Achar que a Terra atrai a Lua com forca maior do que a Lua atrai a Terra. As forcas sdo iguais (32 lei de
Newton); o que muda é o efeito: a aceleragéo a = F'/m é muito maior no corpo de menor massa.

1.6 Campo gravitacional
Dividindo a forga pela massa de prova m, obtemos o campo gravitacional criado por M a uma distancia r do
seu centro:

F GM
- T T3

g (unidade: N/kg = m/s?).

m T
O campo é um vetor dirigido para o centro do astro. Seu valor ndo depende da massa do corpo de prova: no
mesmo ponto, todos 0s corpos caem com a mesma aceleragao g.

GM
e Nasuperficie (r = R): go = F Dai resulta a substituicdo |GM = gOR2 , muito usada, pois varios

problemas fornecem g, e Remvezde Ge M.
GM

K a constante GM se cancela:

e A uma altitude h: dividindo g = 7 por go =

_GM
(R+h
g__R®R [ R\
w @®+hz ITP\RYR)

Para h = R (distancia 2R do centro), g = go/4.

2h
» Pequenas altitudes (h < R): vale a aproximagédo g &~ go (1 — E), pois (1 +z) 2~ 1— 2z paraz

pequeno. Subindo 10 km, g diminui s6 0,3%; na altitude da Estagao Espacial (h = 400 km), o valor exato
¢ 0,886 gg e a aproximagao da 0,875 go.

* Em funcao da densidade: com M = p - §7rR3, go = %ﬂGpR. Planetas de mesma densidade tém g
proporcional ao raio. A densidade média da Terra é p ~ 5,5 X 103 kg/m?3, cerca de duas vezes a das
rochas da superficie: o nucleo é muito mais denso.

* No interior de um planeta homogéneo, a uma distancia » < R do centro, s6 a massa da esfera interna de
raio T atrai (a casca externa da resultante nula). Essa massa é Mgg, entao



T .
=95 (cresce linearmente com r).

r2
No centro, g = 0.
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Grafico de g em fungao da distancia ao centro: reta dentro do planeta, 1/7"2 fora. O maximo é na superficie.

Rotacao e latitude. Um corpo em repouso no solo gira com a Terra num circulo de raio R cos ¢, em que ¢ é a
latitude. Parte da atragao gravitacional atua como resultante centripeta, e a balanga registra o peso aparente,
um pouco menor que o peso. No equador (¢ = 0), onde o raio de giro é maximo:

27

w=———~73x107°rad/s, w?R ~ 0,034 m/sz.
86164 s

2
MGy, = Mgy — Mw”R,
Nos polos (¢ = 90°) o raio de giro é nulo e o efeito desaparece. A Terra também é achatada nos polos, o que
reforca a diferenca: g =~ 9,78 m/s? no equador e 9,83 m/s? nos polos. Se a Terra girasse com periodo de cerca
de 84 min, teriamos w?R = go € os corpos no equador ficariam com peso aparente nulo; esse é o periodo de
um satélite em orbita rasante (secao 1.7).

1.7 Satélites em orbita circular

Nesta secdo e nas seguintes, salvo indicacao, usamos para a Terra M7 = 6,0 x 10** kge R = 6,4 x 105m, o
que dd GMp = 6,67 x 10711 - 6,0 x 10%* ~ 4,0 x 10'* m3/s2. Com g, = 10 m/s?, o produto gy R? vale 4,1 x
10* m3/s?; a pequena diferenca vem do arredondamento de go (o valor medido é 9,8 m/s?).

1.7.1 Velocidade orbital

Um satélite de massa m descreve uma circunferéncia de raio r = R + h em torno de um astro de massa M,
sem motores ligados e fora da atmosfera. A Unica forga sobre ele é a atragao gravitacional, dirigida para o
centro. Como o movimento é circular e uniforme, essa forca é a resultante centripeta.

F gravitacional = resultante centripeta

A gravidade é a unica forca e faz o papel de resultante centripeta.



GMm

1 Forga gravitacional: F' = , com r medido a partir do centro do astro.

2
2
2 . - S _mv
Resultante centripeta necessaria para a trajetoria circular: Fcp = —.
T
3 GMm  mv?
Igualando: g = ——
T T
T 9 GM
4 simplificando m e um fator r: v> = ——
r

VELOCIDADE ORBITAL

2
v:\/GTM:\/goR =R @, r=R+h.

T T

As duas Ultimas formas usam GM = gy R? e servem quando o problema fornece gy e R.

» Depende apenas da massa M do astro central e do raio r da orbita.

* Nao depende da massa m do satélite (ela se cancela no passo 4), nem de sua forma. Uma ferramenta
solta por um astronauta segue a mesma orbita da nave; um satélite de 100 kg e outro de 10 toneladas na
mesma altitude tém a mesma velocidade.

1
e v X ——=: quadruplicando o raio da orbita, a velocidade cai a metade.

VT
¢ O moddulo da velocidade é constante, mas a direcao muda a cada instante. O satélite tem aceleracao
, v2  GM . -
centripeta a,, = — = —5—, igual ao campo gravitacional g no ponto da orbita.
T T

ERROS COMUNS

(1) Usar a altitude h no lugar do raio 7 = R + h. (2) Achar que um satélite de maior massa precisa de
mais velocidade para se manter na mesma orbita. (3) Acrescentar uma forca centrifuga que equilibraria o
peso: num referencial inercial, a Unica forca é a gravitacional, e a resultante centripeta é essa mesma
forga, ndao uma forga a mais. O satélite nao esta em equilibrio; ele é acelerado para o centro o tempo todo.
(4) Achar que o satélite precisa de motores ligados para continuar girando: a érbita se mantém por
inércia, e os motores s6 sao usados para corrigir o efeito do ar rarefeito ou para mudar de orbita.

1.7.2 Periodo, velocidade angular e 32 lei de Kepler

Em uma volta, o satélite percorre 27t com velocidade constante v:

27r r rd o GM
= — = 2 _— 2 —_— = — = .
== e “Nemr YT T 3
2

T2 47
Elevando a expressdo de 1" ao quadrado, obtém-se — = ———, que ¢é a 32 lei de Kepler (se¢do 1.4). Como
S P GM
T o 7%/ , 0 periodo cresce mais depressa que o raio: o satélite mais alto percorre um caminho maior e, além

disso, com velocidade menor.




Rasante (tedrica) 6,4 x 106 ~ 85 min
Estacao Espacial (ISS) 400 km 6,8 x 106 7.7 ~ 93 min 8,7
Satélites GPS 20200 km 2,66 x 107 3,9 ~12h 0,57
Geoestacionario 35800 km 4,22 x 107 3,1 ~ 23,9h 0,22
Lua ~ 3,8 x 10° km 3,84 x 108 1,0 ~ 27 dias 0,0027

Valores calculados com GMr = 4,0 x 10'* m3/s2. A tltima coluna é g = GM/r2, que também é a
aceleracao centripeta do satélite.

Exemplo. Calcule a velocidade e o periodo da Estagao Espacial Internacional, que orbita a h = 400 km.

Resolucao:

1 Raiodaoérbita:r = R+ h = 6,4 x 10° + 0,4 x 10° = 6,8 x 10° m

, 4,0 x 1014 3
Velocidade: v = =4/5,9 x 107 ~ 7,7 x 10° m/s.

6 8 X
2rr 27w -6,8 x 106
3 P 'd:T: — ? %56)(103 %93 ..
eriodo " 7’67 X 103 ) S min
4 \Volt di '—86400 ~ 15,5
oltas por dia: 5,6 X 103 ~ 39,

Resposta: v = 7,7 km/s (cerca de 28 000 km/h) e T' =~ 93 min

Satélites mais baixos sdo mais rapidos. Para manter a trajetdria circular, o satélite precisa de v2 = gr,emque
g = GM/r2 € o campo no local da 6rbita. Ao subir, 7 aumenta, mas g diminui com 1/r2, mais depressa; o
produto gr = GM/T diminui, e a velocidade necessaria também. Perto do planeta, a atragédo € intensa e a
trajetéria precisa ser percorrida depressa para que o satélite ndo caia; longe, a atragcao fraca é suficiente para
curvar uma trajetoéria percorrida devagar.

v (km/s)
A

rasante

1SS v = V(GMIr)

GPS
geoestacionario

b
>
r

R 2" 3R 4R SR R TR
Velocidade orbital em fungdo do raio da o6rbita (Terra). A curva cai com 1/4/r: em r = 4R, a velocidade é metade da
rasante.

1.7.3 Orbita rasante e primeira velocidade césmica

Uma érbita rasante teria raio igual ao do planeta (r ~ R), desprezando a atmosfera e o relevo. Nesse caso:



GM 27R R
V1 = ?:\/QOR e TIZIU—1:27T %

Para a Terra, com gy = 9,8 m/s?, v; = 7,9 km/s e T; =~ 85 min; com g, = 10 m/s?, os valores arredondados
sdo 8,0 km/s e 84 min. Essa é a primeira velocidade césmica: a velocidade horizontal que um corpo precisa ter
junto a superficie para entrar em 6rbita circular. E também a maior velocidade possivel de um satélite em 6rbita
circular, pois qualquer drbita mais alta é mais lenta.

A rotacao da Terra ajuda no langamento. Um ponto do equador ja se move para leste com wR ~ 7,3 X 1075 .
6,4 x 10% & 470 m/s. Por isso os foguetes sdo lancados para leste, e as bases de langamento ficam, de
preferéncia, perto do equador, como a de Alcantara (MA), a cerca de 2° de latitude sul.

1.7.4 Satélite geoestacionario

Um satélite geoestacionario permanece sempre sobre o0 mesmo ponto do equador, parado em relagao ao solo.
Para isso, ele precisa:

1. girar no plano do equador, pois a orbita tem de conter o centro da Terra e acompanhar um ponto do
equador;

2. girar no mesmo sentido da rotacao da Terra (de oeste para leste);

3. ter periodo igual ao da rotacao da Terra: 1 dia sideral, T' = 23 h 56 min =~ 86 164 s. O dia solar de 24 h é
um pouco maior porque, enquanto gira, a Terra também avanga na 6rbita em torno do Sol. Muitos
problemas usam T' = 24 h; o resultado muda menos de 0,2%.

Vista do polo norte: o satélite S e o ponto P do equador giram juntos

O raio que liga o centro da Terra ao satélite passa sempre pelo mesmo ponto P do equador: os dois tém a mesma
velocidade angular.

Exemplo. Calcule o raio da ¢rbita, a altitude e a velocidade de um satélite geoestacionario.

Resolucao:
GMT? 4,0 x 10™- (8,62 x 10*)?
A2 472

2 Raiz cubica: r =~ 4,22 x 10" m, cerca de 6,6 R.

1 3ajeideKepler: r* =

~ 7,5 x 102 m?.

3 Altitude: h =7 — R ~ 4,22 x 10" — 0,64 x 107 ~ 3,58 x 10" m ~ 35 800 km.



2 2m - 4,22 x 107
T — 8,62x10%

4 velocidade: v = ~ 3,1 x 10% m/s.

Resposta: 7 ~ 4,2 X 10" m, h ~ 3,6 x 10" me v ~ 3,1 km/s

) i} . . TL A
O mesmo resultado sai da comparagao com a Lua, que orbita a Terra em 27,3 dias: — = 17 =
ra G
27,32/3 ~9,1er;~9,1-4,22x 10" ~ 3,8 x 10% m, que ¢é de fato a distancia Terra-Lua.

OBSERVACAO

So existe uma altitude geoestacionaria, pois o periodo fixa o raio. Esses satélites sao usados em
telecomunicagdes e meteorologia: a antena no solo fica apontada sempre para o mesmo ponto do céu.
Um satélite com periodo de um dia sideral, mas em 6rbita inclinada em relagao ao equador, é apenas
geossincrono: visto do solo, oscila para o norte e para o sul ao longo do dia.

1.7.5 Imponderabilidade: queda livre continua

Newton imaginou um canhao no alto de uma montanha muito alta, disparando projéteis na horizontal. Com
pouca velocidade, o projétil cai perto da montanha (A). Aumentando a velocidade, ele cai cada vez mais longe
(B, C), porque a superficie da Terra se curva sob a trajetéria. Com a velocidade orbital, a queda acompanha
exatamente a curvatura da Terra e o projétil da a volta completa sem tocar o solo (D). Com velocidade um
pouco maior, a orbita fica eliptica (E).

canhao

A, B, C: caem no solo; D: 6rbita circular; E: orbita eliptica

Canhao de Newton: trajetdrias de projéteis langados horizontalmente com velocidades cada vez maiores (montanha
exagerada).

Os numeros confirmam a ideia. Em 1s, um corpo langado na horizontal cai cerca de %got2 = 5 m. Ao longo de 8
d? 8 x 103)2

km de distancia horizontal, a superficie da Terra se afasta da reta tangente cerca de — = (—)6 =

2R 2-6,4x10

m. Um corpo a 8 km/s percorre 8 km em 1s, cai 5 m e continua a mesma altura em relagao ao solo, que também

baixou 5 m: estd em orbita.



IMPONDERABILIDADE

Na Estacéo Espacial (h ~ 400 km), a gravidade ainda vale cerca de 89% de go. Os astronautas flutuam
porgue eles e a estacao estao juntos em queda livre: caem continuamente em direcao a Terra, mas,
como tém grande velocidade tangencial, nunca atingem o solo. Como todos os corpos a bordo tém a
mesma aceleracao g, nada empurra o astronauta contra o piso, e uma balanca sob seus pés marcaria
zero. O peso aparente é nulo, embora o peso continue atuando: é ele que mantém a estagcao em orbita. A
mesma sensagao ocorre num elevador em queda livre ou nos voos parabdlicos usados no treinamento de
astronautas.

ERROS COMUNS

(1) Dizer que no espago nao ha gravidade: a 400 km de altitude o campo vale cerca de 8,7 m/s?. A
expressao gravidade zero descreve o peso aparente, ndo o campo. (2) Achar que o satélite flutua porque
esta longe demais para ser atraido: sem atracao, ele seguiria em linha reta e se afastaria da Terra. (3)
Achar que o astronauta esta em equilibrio por estar em repouso em relagao a nave: a nave e o astronauta
tém a mesma aceleracao, dirigida para o centro da Terra.

1.8 Energia no campo gravitacional

1.8.1Limite da expressdao mgh

A expressao E, = mgh foi obtida supondo o peso constante: o trabalho do peso numa subida h é —mgh,
forga constante vezes deslocamento. Isso sO é razoavel perto da superficie, onde g quase nao varia. Para
alturas comparaveis ao raio do planeta, a forca diminui & medida que o corpo sobe (em h = R elaja é um
quarto do peso na superficie), e o produto forga x deslocamento deixa de dar o trabalho. Precisamos de uma
expressao que leve em conta a variagdo de F' com a distancia.

1.8.2 Energia potencial gravitacional

ENERGIA POTENCIAL GRAVITACIONAL

Para um corpo de massa m a uma distancia r > R do centro de um astro de massa M, adotando E,, =
0 quando os corpos estao infinitamente afastados:
GMm

By= ——.

Justificativa pelo trabalho. Considere o trabalho que um agente externo realiza para levar o corpo, lentamente,
da distancia r até muito longe (o infinito). Ele precisa aplicar uma forca igual e oposta a gravitacional, F' =

GMm

T2

em cada posicao x. Como a forga varia, o trabalho é a area sob o grafico F' X x, de 7 até o infinito.



p T

F=GMm/r? e
area de r até o infinito

= trabalho = GMmI/r

\\%
T~

l [ 1 ﬁ}

R r AOr r

A érea sob a curva F = GMm/z? é calculada somando faixas estreitas de largura Ar.

Divida o caminho em pequenos trechos, de ry = r até ry, de r; até ry, e assim por diante. Num trecho curto, de

) GMm GMm ) o ) ] m
r; ar;y1, aforga fica entre 5— € —5—, um valor intermediario conveniente é . O trabalho nesse
r; i1 TiTit1
trecho é, entao,
GMm 1 1
AW; ~ —(ri+1—ri):GMm — — .
TiTi+1 Ti Tit+1

Somando todos os trechos, os termos intermediarios se cancelam aos pares:

1 1 1 1 1 1 1 1
W:GMm[(———)+<———)+---+( ——)]zGMm(———).
To 1 T1 T2 TN-1 TN T TN
Quanto mais estreitas as faixas, melhor a aproximacao. Levando o ultimo ponto para o infinito, 1/rN —0eo

GMm

trabalho do agente é W = . Esse trabalho fica armazenado como energia potencial: E,(00) — Ep(r) =
7

GM GM
™ Com E,(o0) =0, resulta Ep(r) = — =

. Pelo mesmo raciocinio, ao passar de 71 para 7a:

1 1
AEP = Ep(’l‘z) - Ep(Tl) =GMm (7’_ - ’I‘_> ) Wpeso == —AEP.
1 2

SINAL NEGATIVO

A escolha natural do zero é o infinito, onde a forga é nula. A partir dai, quando 0s corpos se aproximam, a
forga gravitacional realiza trabalho positivo e a energia potencial diminui; como comegou em zero, fica
negativa. Quanto menor a distancia, mais negativo é E,. O sinal nao tem significado fisico isolado: s¢ as
diferencas de energia potencial sao medidas. A energia potencial é do sistema formado pelos dois
corpos, e nao de um deles.

1.8.3 Relacdao com mgh para pequenas alturas

Levando um corpo da superficie (r; = R) até a altura h (ro = R + h):

AEP:GMm<1 1 ) GMmh GM R R

—_ — f— = h- = h.—_
R R+h) RR+h R " Rin MM Rin

R . . ,
Quando h < R, o fator Rih é praticamente 1e AE, ~ mgoh. A expressao do ensino fundamental € um

caso particular da expressao geral. O erro cometido ao usar mgoh é de aproximadamente h/R:



mgoh R+ h
AE, R

p

1,0016 1,016 1,16 2

Até alguns quildmetros de altura o erro é desprezivel. Para h = R, a expressao mgoh da o dobro do valor
correto.

1.8.4 Grafico de E, X r: poco de potencial

O gréafico de E, = —GMm/r é um ramo de hipérbole que sobe em dire¢do a zero & medida que r cresce. Ele
lembra um poc¢o: o corpo esta no fundo, junto ao planeta, e precisa receber energia para subir. Perto da
superficie, a curva se confunde com a reta tangente de inclinagdo mgy, que corresponde a mgh.

Ep
A R r E =0 no infinito

ma: P -

' B =

: ' r

< 0: ndo passader

! C max

] Ep =-GMmlir

i reta tangente: ~-GMmI/R + mgoh

-GMm/R
planeta

Pogo de potencial gravitacional fora do planeta. A reta tangente em » = R representa a aproximagao mgh. A linha
horizontal indica um corpo de energia mecanica negativa.

Uma linha horizontal no nivel da energia mecéanica E,,.. permite ler o movimento. Em cada ponto, a energia
cinética ¢ a distancia vertical entre essa linha e a curva: B, = Epec — E, > 0. Se Ejpe < 0, alinha corta a
curva em rpsx, onde E. = 0: o corpo ndo consegue ir além desse ponto e esta ligado ao planeta. Se E,,,.. > 0,
a linha fica acima da curva em toda parte e o corpo pode se afastar indefinidamente.

1.8.5 Energias do satélite em érbita circular

o o ma? GMm 5 m ;
Da condi¢ao de orbita, —— = ————, vem mv* = . Entao:
r r2 T
ENERGIAS NA ORBITA CIRCULAR DE RAIO R
2
muv GMm GMm GMm
Ec: = ) Ep:_ ) Emec:Ec+ p —
2 2r T 2r

Relagdes entre elas: B, = —Epec, By = 2Epe., E, = —2E..



— EC = +GMm/2r
— E = -GMmir
p

E ===E =-GMm/2r
A mec
>
r
Energias de um satélite em orbita circular em funcéo do raio, com zero no infinito. Em qualquer raio, E,,.. = —E. e
E, = —2F,; a energia mecanica € negativa, pois o satélite esta ligado ao planeta.

Por exemplo, para um satélite de 1000 kg na altitude da Estagao Espacial (r = 6,8 x 106 m): E, =
4,0 x 10 - 10°
2-6,8 x 106

~2,9x 1010, E, ~ =59 x 10!1° J e Eppee &~ —2,9 x 1010 J.

1.8.6 Orbita mais alta: mais energia mecanica, menos energia cinética

GMm

Ao aumentar o raio, Eec = — fica menos negativa, isto é, aumenta; ja E. = diminui. Uma

orbita mais alta tem mais energia mecanica e menor velocidade. Para subir, é preciso fornecer energia, mas o
satélite chega mais lento: a energia fornecida e a energia cinética perdida vao para a energia potencial, que
aumenta o dobro do que a cinética diminui.

Satélite freado pelo ar. Nas ¢rbitas baixas, o ar rarefeito exerce uma pequena forca de atrito, que realiza
trabalho negativo W;. A energia mecanica diminui (A E,,.c = Wy < 0), o raio diminui, e o satélite acelera:

AE, = —AEpe = |Wa| >0,  AE, =2AEp. = —2|Wyl.

Ao descer em espiral, a gravidade realiza trabalho positivo igual a 2|Wat]: metade compensa a energia retirada
pelo atrito e a outra metade aumenta a energia cinética. Por isso a Estagao Espacial perde altitude lentamente e
precisa ligar os motores de tempos em tempos para voltar a érbita original.

1.8.7 Energia de ligacao e mudanca de orbita

A energia de ligacao € a energia minima que se deve fornecer a um corpo para leva-lo ao infinito com

velocidade nula (Ey,. final igual a zero). Para um satélite em orbita circular de raio r, ela é Ejjg = —Epec =

GMm o . GMm
oy Para um corpo em repouso na superficie (desprezando a rotacao), é R
r

Para levar um satélite de uma drbita circular de raio 71 para outra de raio r2 > 71, 0 trabalho minimo das forgas
externas (motores) é a variagcao da energia mecanica:

e (e ot (1 1)

W = AEjmec - -

279 2r; 2 7'_1 7'_2

Exemplo. Um satélite de 500 kg esta em 6rbita circular de raio 71 = 7,0 x 106 m e deve ser levado a
orbita geoestaciondria, ry = 4,2 X 107 m. Calcule a energia minima necessaria e compare as energias
cinéticas.

Resolucao:

1 4,0 x 10* - 500

E . a. inicial: 1 = — %—143X1010J
nergia mecanica inicia 1 9. 7’0 % 106 ’




4,0 x 10 - 500
2-4,2 x 107
3 Trabalho minimo: W = E> — F; =~ 1,19 x 1019 4.

Energia mecanica final: F, = ~ —0,24 x 100 u.

4 Energias cinéticas (E, = —F,,.): caem de 1,43 x 10'% J para 0,24 x 10'° J; as velocidades
passam de 7,6 km/s para 3,1 km/s. A energia potencial aumenta 2W ~ 2,4 x 10 J.

Resposta: W ~ 1,2 x 10'° J, embora o satélite termine mais lento

1.8.8 Orbita eliptica

Na orbita eliptica, a distancia e a velocidade variam, mas a energia mecanica e o momento angular se
conservam. No perigeu e no apogeu, a velocidade é perpendicular ao raio, e as duas leis de conservagao
fornecem um sistema:

mu? ~ GMm _ muv? ~ GMm

2 Tp 2 Tq

UpTp = VaTa e

Substituindo v, = v, 7p/T, Na equagdo da energia e isolando vy:

9 2GMr, 9 2GMr,
v, —m —m——— v, = —m
) a *
Tp (Tp + Ta) Ta (Tp +7a)
5. ; ) ) GMmr, GMm GMm
Levando v;, a expressao da energia no perigeu, Epee = — = — .Comory +1r, =
Tp(Tp + Ta) Tp Tp + Ta

2a:

ENERGIA NA ORBITA ELiPTICA

GMm
l?nmec = - 2 .
a

A energia depende apenas do semieixo maior: é a expressao da orbita circular com 7 trocado por a.
Orbitas de mesmo a tém a mesma energia e, pela 32 lei, 0 mesmo periodo.

perigeu

= 7,0x108 m; r= 4,2x10" m

Orbita eliptica que liga uma drbita baixa & drbita geoestacionaria (rbita de transferéncia). A Terra ocupa um dos
focos.

Exemplo. O satélite do exemplo anterior passa da 6rbita baixa a geoestacionaria por uma érbita eliptica
com perigeu r, = 7,0 X 105 m e apogeu r, = 4,2 x 107 m. Calcule as velocidades no perigeu e no
apogeu.

Resolucao:



- 7,0 x 106 + 4,2 x 107

Semieixo maior: a = 5 = 2,45 x 10" m.
. 2-4,0 x 10*-4,2 x 107
2 Pperigeu: v, = 70X 10°.4.9 x 107 ~ 9,8 x 10" m?/s?, logo v, ~ 9,9 km/s.
Tp 7,0
3 Apogeu (momento angular): v, = vy = 9,9 - ) ~~ 1,65 km/s.
14
4 Conferéncia pela energia: E,,.. = _GMm = —4’0 x 107 - 500 ~ —4,1 x 10° J, entre os
2a 4,9 x 107

valores das orbitas circulares inicial e final.

Resposta: v, ~ 9,9 km/s e v, ~ 1,65 km/s

Na 6rbita circular de 7,0 x 10° m, a velocidade é 7,6 km/s; o motor deve aumenté-la para 9,9 km/s no perigeu.
No apogeu, o satélite chega com 1,65 km/s e precisa ser acelerado para 3,1 km/s, a velocidade da 6rbita
geoestacionaria. Essa sequéncia de dois impulsos € a manobra de Hohmann.

GMm

Equacéo vis-viva. Combinando a conservacéo da energia com Epee = — , obtém-se a velocidade em

qualquer ponto da 6rbita, a uma distancia r do centro:

2 1
v=GM[(Z-Z=).
T a
Na drbita circular (r = a), ela se reduz a v2 = GM/r. Ela é util em questdes do ITA e do IME, mas os
problemas usuais se resolvem com as duas leis de conservagao.

1.8.9 Classificacao das trajetdrias pela energia

Um corpo sujeito apenas a atragao de um astro descreve uma conica com o astro num dos focos. O tipo de
conica depende do sinal da energia mecanica:

Energia

. Trajetdria Situacao
mecanica

circunferéncia ou . .
Epec <0 i corpo ligado ao astro (planetas, satélites)
elipse

. caso limite (v = v¢): chega ao infinito com
Epec =0 parabola )
velocidade nula

Epec >0 hipérbole escapa e chega ao infinito com velocidade nao nula



’
parabélicg ”
,

d
’

Mesmo ponto P, velocidades crescentes: circular, eliptica, parabdlica, hiperbdlica

Trajetorias de corpos que passam pelo mesmo ponto P, com velocidade perpendicular ao raio. A circular tem v =
Vorp; @ €eliptica, vorp < v < ve; a parabodlica, v = v,; a hiperbdlica, v > ve.

Se o corpo for lancado em P, perpendicularmente ao raio, com velocidade menor que a orbital, a trajetéria
também é uma elipse, mas com P no ponto mais afastado (apogeu); se o perigeu ficar abaixo da superficie, o
corpo colide com o planeta, como os projéteis A, B e C do canhao de Newton. Na trajetdria hiperbdlica, a
velocidade a grande distancia é v,, = 1/v? — v2, com v, calculada no ponto de langamento, resultado obtido
pela conservagao da energia.

1.9 Velocidade de escape

DEFINICAO

Velocidade de escape é a menor velocidade com que um corpo deve ser langado da superficie de um
astro para se afastar indefinidamente dele, sem nenhuma propulsao depois do langamento. Desprezam-
se a resisténcia do ar e a atragao de outros astros.

. ) . . mv* GMm
Deducao. Logo apds o langamento, a energia mecanica e 5 TR

cinética é, no minimo, zero. Pela conservagao da energia, o corpo escapa se F,,.. > 0. O valor minimo
corresponde a Eec = 0:

. Muito longe, E}, = 0 e a energia

2 M 2GM
m;e_G_;120 =y, = GT:,/—QQOR

2-4,0 x 10"
6,4 x 106
m/s?, 4/2goR =~ 11,3 km/s. De um ponto a uma distancia r do centro, vale o0 mesmo raciocinio com 7 no lugar

de R:v. = y/2GM /.

Para a Terra, v, = ~ 1,12 x 10* m/s = 11,2 km/s (cerca de 40 000 km/h); com go = 10



Terra 6,0 x 1024 6,4 x 10° 9,8 1,2
Lua 7,4 x 10?2 1,74 x 106 1,6 2,4

Marte 6,4 x 10?3 3,4 x 10° 3,7 5,0

Jupiter 1,9 x 10%7 7,0 x 107 26 60
Sol 2,0 x 10%° 7,0 x 108 2,7 x 102 6,2 x 102

* Nao depende da massa do corpo langado: m se cancela. Um grao de areia e um foguete precisam da
mesma velocidade.

* Nao depende da direcao de lancamento, pois a energia € uma grandeza escalar, desde que a trajetoria
nao intercepte o planeta e a atmosfera seja desprezada. Na pratica, a rotacao da Terra favorece os
langcamentos para leste.

o 2G
« Relacao com a orbita rasante: v, — \/ivl ~1,41-7,9 ~ 11,2 km/s. Em

qualquer raio, a velocidade de escape é \/§ vezes a veIoudade da orbita circular naquele raio.

v (km/s)
A

12T 11,2

10 1

v = V(2GMIr)

acima: escapa

entre as curvas: elipse
Vo= V(GMIr)

»
»
r

R 2R 3R 4R 5R 6R 7R
Velocidade orbital e velocidade de escape em funcao da distancia ao centro da Terra. A razao entre as duas curvas

é sempre V2.

GMm
Escapar a partir de uma orbita. Um satélite em érbita circular de raio r tem E, e = —

2r
GMm . ‘ o o
, que é igual a sua energia cinética: a energia cinética deve dobrar

. Para escapar,

precisa receber a energia de ligagao

e a velocidade deve ser multiplicada por v/2. O acréscimo de velocidade, aplicado na direcao do movimento, é
Av = (v/2 — 1) v,y =~ 0,41 v,,;. Na altitude da Estacdo Espacial, v,,;, = 7,7 km/s, a velocidade de escape
local € 10,8 km/s e Av =~ 3,2 km/s, muito menos que os 11,2 km/s necessarios a partir do repouso na
superficie. Por isso as sondas costumam ser colocadas antes numa oérbita baixa.

Exemplo. Um projétil é langado verticalmente da superficie da Terra com vy = 5,0 km/s. Desprezando o ar,
calcule a altura maxima.

Resolucao:
1 - . ) mv;  GMm GMm
Conservacao da energia (no ponto mais alto, v = 0): — = — .
2 R Tmax
1 1 2 1 5,0 x 10%)?
2 jsolando: —— = = — —0_ _ _ 6 ) =1,5625 x 107 — 0,3125 x

rmax R 2GM 6,4 x105 8,0 x 10
1007 =1,25 x 10" m™.



3 Distancia ao centro: 74 = 8,0 x 10% m; altura h = rpax — R = 1,6 x 10 m = 1600 km.

2
v
4 Comparagao: com g constante, h = 2—0 = 1250 km. O valor correto é maior porque a gravidade
90

enfraquece durante a subida.

Resposta: h ~ 1,6 x 10°m

Um caso particular util: langando verticalmente com vy = v; = \/GM/R (velocidade da ¢rbita rasante), a
conservagao da energia da rms = 2R, isto €, o corpo sobe até uma altura igual ao raio do planeta.

Por que a Lua nao tem atmosfera. As moléculas de um gas se movem com velocidades da ordem de
\/3kT/m0 (k é a constante de Boltzmann e my, a massa da molécula). Para o nitrogénio (N5), essa velocidade
é de cerca de 0,5 km/s a 300 K e 0,6 km/s a 390 K, temperatura da superficie lunar iluminada; para o
hidrogénio (Hz) a 300 K, cerca de 1,9 km/s. Uma parte das moléculas € bem mais rapida que a média, e, ao
longo de bilhdes de anos, um planeta so retém um gas cuja velocidade molecular média seja menor que cerca
de 1/6 da velocidade de escape. Na Terra, v, /6 = 1,9 km/s: o nitrogénio e o oxigénio ficam, mas o hidrogénio
e o hélio escapam lentamente, sobretudo na alta atmosfera, onde a temperatura passa de 1000 K. Na Lua,

ve/6 ~ 0,4 km/s, menor que a velocidade média de qualquer gas comum: a Lua ndo conseguiu reter atmosfera.

CURIOSIDADE: BURACO NEGRO

Se um astro fosse tdo compacto que sua velocidade de escape igualasse a velocidade da luz ¢, nem a luz
escaparia. Fazendo v, = ¢ ha expressao classica:

2GM . .
Rg = — (raio de Schwarzschild).
c
2-4,0 x 104
Para a Terra, Rg = (i%(;><—1()8)2 ~ 8,9 x 103 m: toda a massa da Terra teria de caber numa esfera de

cerca de 9 mm de raio. Para o Sol, Rg ~ 3 km. A dedugao correta exige a Relatividade Geral, que leva a
mesma expressao.

ERROS COMUNS

(1) Usar a altitude h no lugar da distancia ao centro r = R + hem v, = 1/2GM /7. (2) Achar que a
velocidade de escape depende da massa do corpo ou da direcado do langamento. (3) Achar que escapar
exige motores ligados o tempo todo: v, se refere a um langamento Unico, seguido de movimento livre. Um
foguete com propulsdo continua pode se afastar com qualquer velocidade, desde que mantenha os
motores funcionando. (4) Achar que, ao atingir ve, 0 corpo deixa de ser atraido: a atragdo continua e o
corpo vai perdendo velocidade, que tende a zero muito longe. (5) Confundir escapar da Terra com
escapar do Sistema Solar: na distancia da Terra ao Sol, a velocidade de escape do Sol é \/2GMS/7= ~
42 km/s.

1.10 Sistemas binarios e centro de massa

Quando as duas massas sao comparaveis (duas estrelas ou, numa descricao mais precisa, o par Terra-Lua),
nenhuma fica parada: as duas giram em torno do centro de massa (CM), com o mesmo periodo e sempre em
lados opostos do CM.
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Mzr = Marz - mesmo periodo T-D=r1+r;

Estrelas de massas M, e M, separadas por D = r{ + r,.

M2 Ml
e Posicado do CM: Myry = Mory = r1 = —————D e r9 = ————— D (a estrela de maior massa fica
M; + M, M; + M,
mais perto do CM).
My M- D? ,
e Para aestrela 1: # = Miw?r; =|T = 2my/| ————— | E a 32 lei com a soma das massas e
D G(M; + M)

a distancia entre as estrelas.

D3
e M i issri=r9o=D/2eT =2 .
assas iguais: 71 = T2 /2e m/ Yeivi

o Se My > M>, asoma M; + M, é praticamente M7 e o corpo maior fica quase parado no CM: volta-se

ao caso do satélite em torno de um astro fixo.

Exemplo. Onde fica o centro de massa do sistema Terra-Lua? Use My = 6,0 x 10%* kg, M} = 7,4 x
102 kge D = 3,84 x 10® m.

M,  T74x10%2

Resoluciao: A distancia do CM ao centro da Terra é rp = = -3.84 x 108 ~
¢ "7 Mr+ M 6,07 x 1024 7’

4,7 x 10% m. Como 7 < R = 6,4 x 10° m, o CM fica dentro da Terra, cerca de 1700 km abaixo da
superficie. O centro da Terra descreve, a cada més, uma pequena circunferéncia em torno desse ponto.

Resposta: a cerca de 4,7 x 10° m do centro da Terra




111 Quadro-resumo

12 lei

22 lei

32 lei
Gravitacao

Campo

Orbita circular

Geoestacionario

Energia potencial

Energias
(circular)

Orbita eliptica

Trajetorias
Escape

Binario

Tp+Ta
2

Elipse com o Sol num foco; a = ;e=c/a

Areas iguais em tempos iguais; UpTp = VaTq

2 2
% = éLM (mesmo astro central)
_ GM
F = e

g= Gr—éw; GM = goR?; dentro: g = 9R

vV =4/ GTM = R\/24;T = 2m/ é"—3M; rasante: v1 = v/goR ~ 7,9 km/s

Plano do equador, mesmo sentido da rotacdo, T' = 1 dia sideral; r ~ 4,2 X
107 m, h ~ 3,6 % 10" m

= —GMT"’“ (zero no infinito); AE, ~ mghseh < R

E, = &Mm. E, = _GMm. g _GMm. n,qanca de 6rbita: W = AFE

r 2r

_ __GMm, — 2 2 _ 1
E = —=52, vprp = UaTq; v —GM(T a)

E < 0: elipse/circunferéncia; E = 0: parabola; E > 0: hipérbole

Ve = 1/2GTM — ‘/290R: \/i’l]l ~ 11,2 km/S

T Myry = Mayry

=27 D __.
G(M,+Mh) !

2. EXERCICIOS RESOLVIDOS

Quando nao for dito o contrario, use G = 6,67 x 1071 N-m?/kg?, g, = 10 m/s? e raio da Terra R = 6,4 x 10°

m.



Exercicio resolvido 1. Calcule a intensidade da forca de atracao entre a Terra (Mr = 6 x 10?4 kg) e a Lua
(M, = 7,4 x 10?2 kg), cujos centros estdo a 3,8 x 108 m.

d = 3,8x108 m (entre os centros)

Resolucao:

GMryp My,
dz

2 Numerador: 6,67 x 10711 . 6 x 10%* - 7,4 x 10?2 ~ 2,96 x 10%7.
Denominador: (3,8 x 10%)? = 1,444 x 10'7.

2,96 x 10%7
1,444 x 1017

1 Leide Newton: F' =

4 Divida: F ~ ~ 2,0 x 10%° N. A mesma forca age sobre a Terra (acao e reagao).

Resposta: F' ~ 2,0 x 102N

Exercicio resolvido 2. O semieixo maior da érbita de Marte é 1,52 UA. Qual é o periodo de Marte, em anos
terrestres?

Resolucao:

1 Mesmo astro central (o Sol): podemos comparar com a Terra, quetema = 1 UAeT = 1 ano.

2 3alei T —12:>T2—1523~351
el: 1’523—13 M — b ~ Jy .

3 Raiz: Ty = /3,51 ~ 1,87 ano.

Resposta: T' =~ 1,9 ano (cerca de 687 dias)

Exercicio resolvido 3. (a) Quanto vale g a uma altitude igual ao raio da Terra? (b) A que altitude g vale
metade do valor na superficie?

Resolucao:

2
R
Formula: g = g <R—+h> . A distancia ao centro ¢ R + h, ndo h.

2 (@QQh=R:g=go i 2:@:25m/32.
2R 4 ’
2
3 R 1 R+h
(——) == A= h=(v2—-1)R~041R ~ 2,65 x 10° m.
”(R+h) 27 7~ V2 (vV2-1) e

Resposta: (a) 2,5 m/s?; (b) h ~ 0,41 R ~ 2650 km




Exercicio resolvido 4. Um planeta tem o dobro da massa da Terra e o dobro do raio. Qual é a gravidade na
sua superficie? E se ele tivesse a mesma densidade da Terra e o dobro do raio?

g=2
*go =10 m/s?
planeta
2R
massa M
massa 2M
Resolucao:
2
1 . g0 Mp (Rp 1 1
Razédo: — = — | — ) =2- - === = 5 m/s?.
gr Mr <Rp 4 o 9"

2 Mesma densidade: g = %ﬂGpR é proporcional a R. Dobrando o raio, g dobra: 20 m/s?. Verificagdo
a massa seria 23 = 8 vezes maior, e 8 - ;11 = 2.

Resposta: 5 m/s?; com a mesma densidade, 20 m/s?

Exercicio resolvido 5. Um satélite gira em orbita circular a uma altitude igual ao raio da Terra. Calcule sua
velocidade e seu periodo.

Resolucao:

1 Raiodaérbita:r = R+ h=2R =1,28 x 10" m.

M 2
2 ComGM:gORZ:v:\/GT :\/gOR _ | RE

SR = 5 = v/3,2 x 107 ~ 5,66 x 10 m/s.
27r 2m - 1,28 x 107
3 odo: T — _ J ~ 4
Periodo: T' = v " 5,66 x 10° ~ 1,42 x 10* s~ 3,9 h.

Resposta: v ~ 5,7km/s; T ~ 3,9 h




Exercicio resolvido 6. Determine o raio da orbita e a altitude de um satélite geoestacionario. Use T' = 24 h
= 86400 s e w? ~ 9,87.

Vista a partir do polo norte (figura fora de escala).

Resolucao:

1 Condicéo: periodo igual ao da rotagdo da Terra, T' = 86 400 s.

2
2 3aleird = GZLL;F, com GM = goR? =10 - (6,4 x 105)2 = 4,1 x 10 m?/s2.
T
14 4\2
3 conta: 0 _ L1 10 (8,64 x 109

~T7,7x 102 m*=r~ 4,3 x 10" m.

39,5
4 Altitude: h =7 — R ~ 4,26 x 107 — 0,64 x 107 ~ 3,6 x 10" m.

Resposta: r &~ 4,3 x 10" m; h ~ 36 000 km (cerca de 6,7R do centro)




Exercicio resolvido 7. Um asteroide tem oérbita eliptica em torno do Sol com distancia minima 1 UA e
maxima 3 UA. (a) Qual é a razao entre suas velocidades no periélio e no afélio? (b) Qual é seu periodo?

periélio

A

3 UA 1 UA

Resolucao:
Up Ta 3

1 2%lei:v,r, =v,7, = — =
Vg Tp

1+3 . . . . . ) )
2  Semieixo maior: a = T = 2 UA. Na 32 lei entra o semieixo maior, e ndo a distancia minima ou a

maxima.

3 3tleicomaTerra: T? = a® = 8 = T = 2v/2 ~ 2,8 anos.

Resposta: (a) v,/v, = 3; (b) T = 24/2 ~ 2,8 anos

Exercicio resolvido 8. Calcule a velocidade de escape da superficie da Terra. Compare com a velocidade

de uma orbita rasante.

Resolucao:
2
mu GMm 2GM
L Energia mecéanica nula: 5 £ = & = Ve = R = V2g0R.

2 Conta:v, = 1/2-10-6,4 x 106 = /1,28 x 108 ~ 1,13 x 10* m/s.

3 Rasante: v; = /goR = 8,0 x 103 m/s. A razao é Te _ V2.
U1

Resposta: v, ~ 11,3 km/s = V2. Urasante




Exercicio resolvido 9. Um satélite de 1 000 kg esta em drbita circular de raio 2R e deve ser transferido
para uma orbita circular de raio 4R. Qual é a energia minima necessaria? O que acontece com a

velocidade?
Resolucao:
GM R?
1 Energia de cada érbita: E = — 5 m‘ CcomGM = gyR% E = —%.
r r
R R
2 Jnicial e final: E; = _ et E, = _mg80 .
R 1000-10-6,4 x 106
3 Diferenca: AE = E, — F, = m980 = 3 = X = 8,0 x 10° J.

1
4 Velocidade: v o 7; dobrando o raio, v fica dividida por V2. 0 satélite ganha energia mecanica,
T

mas perde energia cinética; a energia potencial aumenta o dobro do que a cinética diminui.

Resposta: AE = 8,0 x 10? J; a velocidade diminui (vy = vl/\/?)

Exercicio resolvido 10 @hr:ViL/[3®. Imagine um tunel retilineo passando pelo centro da Terra
(homogénea, sem atrito, sem ar). Uma pedra é solta na entrada. Mostre que ela executa um MHS e calcule
o tempo para chegar ao outro lado.

Resolucao:



1 Forcano interior: a uma distancia y do centro,

s0 atrai a massa interna: g = go%. A forga é

m
F=_I% Y (sempre apontando para o

R
centro).
i@ y F= _hy

] | 2 E MHS: forca restauradora proporcional ao
mgo

1 deslocamento, F' = —ky, com k =

\ /

7
\ ,’s6 a mass

R
\\\_ -7 interna atji m R
I 3 Periodo:T:27r\/— =2m/— =
k go
2m4/6,4 x 10° ~ 5,0 x 10% s ~ 84 min.

tanel diametral 4 Travessia: de um lado ao outro € meio
periodo: =~ 42 min. O periodo & igual ao de
uma orbita rasante.

Resposta: MHS com T = 274/ R /gy ~ 84 min; travessia em ~ 42 min

3. EXERCICIOS PROPOSTOS

Dados, quando necessario: G = 6,67 x 10~ N-m?/kg?, go = 10 m/s?, Rrerra = 6,4 x 106 m.

Nivel1 basico

Se a distancia entre os centros de dois corpos for triplicada, a forga gravitacional entre eles fica:

(A) 3 vezes maior.
(B) 3 vezes menor.
(C) 9 vezes maior.
(D) 9 vezes menor.
(E) inalterada.

Sobre a érbita de um planeta em torno do Sol: (a) Em que ponto o planeta é mais rapido? (b) Qual lei de
Kepler justifica isso? (c) O Sol fica no centro da elipse?

Um planeta hipotético tem semieixo maior de 4 UA. Qual é o seu periodo, em anos terrestres?

Um planeta tem massa 4 vezes a da Terra e raio 2 vezes o da Terra. A gravidade na superficie dele é:
(A) 2,5 m/s?

(B) 5 m/s?

(C) 10 m/s?

(D) 20 m/s?

(E) 40 m/s?

Explique por que os astronautas parecem flutuar dentro da Estagao Espacial Internacional, embora a
gravidade la seja quase 90% da gravidade na superficie.

Calcule a forca de atracdo entre duas esferas de 100 kg cujos centros estdo a 1 m de distancia. Ela é
perceptivel?



Nivel 2 intermediario

07

A que altitude, em fungao do raio R da Terra, a gravidade vale %?

m Calcule a velocidade e o periodo (em minutos) de um satélite em érbita rasante em torno da Terra.

m Dois satélites giram em torno da Terra em orbitas circulares de raios r e 4r. A razao T, /T entre os

periodos e a razao v2/vl entre as velocidades valem, respectivamente:

(A) de;
(B) 8e%
(C) 8e2
(D) 16 e}
(E) 64e%

A massa da Terra é 81 vezes a da Lua e a distancia entre seus centros € d. Em que ponto da reta Terra—
Lua um corpo fica sujeito a forga gravitacional resultante nula?

81M

A Terra gira em torno do Sol em 6rbita aproximadamente circular de raio 1,5 x 10! m, com periodo de 1
ano (3,15 x 107 s). Estime a massa do Sol.

Um planeta tem massa 1 e raio % dos da Terra. Sabendo que a velocidade de escape da Terra é 11,2

km/s, a do planeta é: ;
(A) 2,8 km/s
(B) 4,0 km/s
(C) 5,6 km/s
(D) 7,9 km/s
(E) 11,2 km/s



Nivel 3 avancado

Um cometa tem distancia minima ao Sol de 0,5 UA e maxima de 31,5 UA. Calcule (a) seu periodo; (b) a
razao entre as velocidades no periélio e no afélio.

periélio: r, = 0,5 UA
cometa

aféliog----------------"-"--"-"-"-"-"-"—“"—“"—“"—“ -

ra=31,5UA

Orbita do cometa em escala.

m A que profundidade (dentro da Terra, suposta homogénea) a gravidade vale 922? Compare com a altitude
em que isso acontece.

®
g=gol2 centro g =gol2
(dentro) (fora)

Figura fora de escala.

E Qual é a energia minima para levar um satélite de 500 kg, inicialmente em repouso na superficie da Terra,
a uma Orbita circular de raio 2R? Despreze a rotagao da Terra e a resisténcia do ar.



Um satélite descreve orbita eliptica em torno da Terra com perigeu a 2R e apogeu a 6 R do centro.
Usando a conservacgao da energia e a 22 lei de Kepler, calcule a velocidade no perigeu.

apogeu

Va

(A) =~ 4,0 km/s
(B) ~ 5,7 km/s
(C) ~ 6,9 km/s
(D) ~ 8,0 km/s
(E) =~ 9,8 km/s

Usando apenas go, R e G, calcule a densidade média da Terra. Compare com a densidade das rochas da
superficie (cerca de 2,7 g/cm?) e conclua algo sobre o interior do planeta.

Nivel ITA/IME @)

m Duas estrelas de massas M e 3M, separadas por uma distancia constante D, giram em torno do centro
de massa comum. Determine (a) o raio da érbita de cada estrela; (b) o periodo do sistema; (c) a razao
entre as energias cinéticas das estrelas.

m Um tunel retilineo e sem atrito liga duas cidades atravessando a Terra (homogénea) ao longo de uma
corda que passa a uma distancia R/2 do centro. Um carrinho é solto do repouso numa das
extremidades. O tempo de viagem até a outra cidade &, aproximadamente:

cidade A cidade B

tunel ao longo de uma corda

(A) 21 min
(B) 30 min
(C) 42 min
(D) 60 min
(E) 84 min



4.

Um satélite em oérbita circular baixa sofre atrito com a alta atmosfera e, depois de algumas voltas, sua
energia mecanica fica 1% mais negativa (0 médulo aumenta 1%). Supondo que a 6rbita continue
praticamente circular, o que acontece com (a) o raio, (b) a velocidade e (c) a energia cinética? Dé as
variagoes percentuais aproximadas.

3g0R
Um projétil é lancado verticalmente da superficie da Terra com velocidade vg = gT Desprezando o
ar e a rotagao, determine a altura maxima atingida, em fungao de R. Por que a resposta ¢ diferente de
2
2,
290

—— altura maxima: h=?

Vo

Figura fora de escala.

QUESTOES OFICIAIS DE VESTIBULARES E CONCURSOS

Questoes oficiais de provas anteriores: EFOMM, Escola Naval e EsPCEXx (do banco de questoes da Trilha
Militares) e, ao final, questées da Unicamp, da Fuvest e do ITA.

E [EFOMM 2021]

Um planeta perfeitamente esférico e de raio R tem aceleracado da gravidade g em sua superficie. A
aceleracao da gravidade, em um ponto que estd a uma altura h da superficie desse planeta, vale:

(A) g

(B) gR%*/(R + h)?
(c) gR/(R+ h)
(D) g(R — h)?/R?
(E) g(R—h)/R



a [EsPCEx 2026]

A escolha da ¢rbita de um satélite artificial pelas agéncias espaciais é fundamental para a missao a qual
ele se destina e depende de fatores como a area da superficie da Terra que se pretende cobrir e a
resolugao pretendida das imagens obtidas pelo satélite. Considere um satélite artificial que esteja em
orbita circular com velocidade escalar constante em torno da Terra, em uma altitude h. Sendo M eR a
massa e o raio da Terra, respectivamente, e G a constante universal da gravitagdo, a expressao que
determina o periodo de revolugao T desse satélite em torno da Terra é:

3
(AT =m- R
G-M
3 3
B T=2.7.4 1P
G-M
e)yYT=2-m- M
G-M
h3
DT =mn- i
_ (R —h)*
EYT =27 o

m [Escola Naval 2019]

A aceleracao da gravidade ao nivel do mar em nosso planeta vale aproximadamente 9,8 m/s®. Na
superficie de Plutao, cuja massa é 0,20% da massa da Terra e seu raio 80% menor que o raio da Terra, a
aceleracao da gravidade, em m/s?, serd aproximadamente igual a:

(A) 0,98
(B) 0,61
(c) 0,49
(D) 0,28
(E) 0,12

E [EFOMM 2015]

Sabe-se que a distancia média do planeta Terra ao Sol é de 1,5 x 10! m e a distancia média do planeta
Urano ao Sol é de 3 x 10'2 m. Pode-se afirmar, entdo, que o periodo de revolucdo do planeta Urano, em
anos terrestres, é aproximadamente

(A) 2v/5
(B) 20
(c) 40+/5
(D) 400
(E) 8000



[EFOMM 2019]

Um planeta possui distancia ao Sol no afélio que é o dobro de sua distancia ao Sol no periélio. Considere
um intervalo de tempo At muito pequeno e assuma que o deslocamento efetuado pelo planeta durante
esse pequeno intervalo de tempo é praticamente retilineo. Dessa forma, a razao entre a velocidade média
desse planeta no afélio e sua velocidade média no periélio, ambas calculadas durante 0 mesmo intervalo
At, vale aproximadamente

(A)

(B)
()

(D)
(E) 2

[N)
—_ w,_.ml%
%l §| o

[Escola Naval 2020]

Um planeta tem dois satélites naturais, A e B, em diferentes érbitas circulares. Sabendo que A orbita a
uma distancia r4 do centro do planeta com um periodo de translagao T e que a distancia média é rp,
qual é a velocidade orbital vp de B em torno do planeta?

(A) 2—7T ﬁ
T B

(B) iy~
T A B
27 1

(C) — —
T " B

(D) 4_7r ﬁ
T \ rp
47

(E) — /73
Trg "4

[EFOMM 2018]

Patrick € um astronauta que esta em um planeta onde a altura maxima que atinge com seus pulos
verticais € de 0,5 m. Em um segundo planeta, a altura maxima alcancada por ele é seis vezes maior.
Considere que os dois planetas tenham densidades uniformes p e 2u/3, respectivamente. Determine a
razao entre o raio do segundo planeta e o raio do primeiro.

(A) 1/2
(B) 1/4
(C) 1/6
(D) 1/8
(E) 110



a [Escola Naval 2021]

Dois satélites artificiais 1e 2, cuja relacao das massas ml/mz = 2, estdo em orbitas circulares ao redor
de um planeta e tém seus periodos de translagao relacionados por T2/T1 = 24/2. Calcule a relagcao
entre as energias cinéticas Ecq/Ecz e assinale a opcao correta.

(A) V2
(B) 2v/2
() L
3
(D) 2

(E) 4

m [Escola Naval 2024]

A figura acima mostra as érbitas, O, e O,, de dois satélites, respectivamente, S; e S,. Considere que os
satélites estao orbitando um planeta de massa M, no mesmo sentido, em circulos coplanares. Seus
periodos de revolugéo séo, respectivamente, 71 = T e T = 8T'. Sabendo que o raio da o6rbita O7 é R,
calcule o médulo da velocidade de S; em relagdo a S, em um instante de menor separacgao entre os

satélites e assinale a opgao correta.

o
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m [EFOMM 2023]

Um sistema é composto por trés corpos celestes esféricos e homogéneos, todos com a mesma massa
M, que realizam uma orbita circular Unica de raio R, estando sujeitos apenas as interacoes
gravitacionais entre si.
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As distancias entre todos os corpos sao iguais e se mantém constantes ao longo do movimento.
Considerando GG a constante gravitacional universal, quanto vale o modulo da velocidade de cada corpo?

(A) G_M
2R
(B) V2GM
2R
© V3GM
R
V3GM
(D) SR
V3GM
(E) iR

[Escola Naval 2022]

Duas particulas A e B de massas m e 2m, respectivamente, sao liberadas a partir do repouso a uma
distancia d uma da outra. Em seguida as particulas se moverao exclusivamente sob o efeito da atragao
gravitacional mutua. Sendo G a constante gravitacional, quando a distancia entre as particulas se reduzir

a d/2, o mdédulo da velocidade de A sera dado por:

Gm
A
(A) d

(B) \/ d

V 3
(D) \/ d
(E) 3\/

[Escola Naval 2023]

l\D

OJ

&.

w
l\D

Considere um sistema formado por quatro estrelas iguais, cada qual de massa M. Os centros dessas
estrelas encontram-se nos vértices de um quadrado de lado L, conforme a figura acima, de tal forma que
o sistema assim formado gira em torno do centro do quadrado com velocidade angular constante. Sendo
G a constante gravitacional, se um meteorito de massa m passar pelo centro de massa do sistema,
perpendicularmente ao plano da 6rbita, qual € a menor velocidade que o meteorito deve ter no centro de
massa do sistema para poder escapar da atragdo gravitacional das estrelas?



St et et i = T = T e .

(A) 22/7

(B) 27/4

ERERE

[2GM
(C) 2 I

TGM
(D) 2L

E \/
(E) 2 4L

[EFOMM 2024]

O planeta X, esférico e com densidade homogénea, possui a mesma massa da Terra, metade do raio
terrestre e periodo de rotacao de 2 horas. Deseja-se colocar um objeto em 6rbita circular ao redor de X.
Para tal, escolhe-se como local de langamento um ponto desse planeta onde se utilize a menor
quantidade possivel de energia nessa tarefa. O lancamento é feito em uma direcao paralela a superficie,
a partir de uma pequena elevacao de terra cuja altitude em relacao ao nivel do mar é muito pequena em
comparagao ao raio do planeta. Dessa forma, podemos fazer a aproximacgao de que o raio da orbita é
igual ao raio de X. Empregando a minima energia possivel no langamento, assinale a alternativa que
corresponde ao intervalo que contém o modulo da velocidade em relagao ao solo com que o objeto deve
ser langado. Dados: velocidade de escape da Terra: 11,2 km/s; velocidade de um ponto no equador da
Terra em relacao ao seu centro: 460 m/s.

(A) 7 km/s e 8 km/s
(B) 8 km/s e 9 km/s
(C) 9 km/s e 10 km/s
(D) 10 km/s e 11 km/s
(E) 1M km/s e 12 km/s



E [EFOMM 2025]

Um sistema é formado por duas estrelas de mesma massa que descrevem uma orbita plana e circular de
raio R. O movimento ocorre ao redor do centro de massa do sistema e é devido unicamente a atracao
gravitacional mutua entre as estrelas, que estao sempre em pontos diametralmente opostos.
Simultaneamente, um cosmonauta, sujeito apenas a forga gravitacional das estrelas, descreve um
movimento oscilatério com amplitude d, muito menor do que R, sobre a reta perpendicular ao plano da
orbita que passa pelo centro da circunferéncia. Como d < R, considere que a distancia entre o
cosmonauta e qualquer das estrelas é sempre aproximadamente igual a R, durante a oscilacao. A razao
entre o periodo de oscilacao do cosmonauta e o periodo de rotacao do sistema estelar vale:

(A) Vv2/4
(B) 4v/2
(C) 2¢/2
(D) V2
(E) v2/2



E [Unicamp]

Em agosto de 2018 a Nasa langou a Sonda Solar Parker, destinada a investigar o Sol, passando pela
coroa solar. A sonda seguira uma trajetoria dando varias voltas em torno do Sol, em 6rbitas elipticas com

grande excentricidade.

a) Considere um corpo que descreve uma orbita eliptica em torno do Sol, como ilustra a figura A. A area
da elipse varrida pela linha que liga o corpo ao Sol no trecho 2 é o dobro da area varrida no trecho 1 (

A, = 2. A,); ja as distancias percorridas nos trechos sao tais que dy = 0,8 - d;. Se a velocidade escalar
meédia do corpo no trecho 1 é igual a v; = 172 000 km/h, quanto vale a velocidade escalar média no
trecho 2?

(A)

Figura A (reproduzida): areas varridas nos trechos 1e 2.

b) A sonda tera sua velocidade modificada (sem consumo adicional de combustivel) nas passagens
proximas ao planeta Vénus, explorando o efeito conhecido como catapulta gravitacional. Para ilustrar
esse efeito, considere dois corpos de massas M e m, inicialmente com velocidades de mesmo mdédulo (
vg), mesma direcao e sentidos contrarios. Apds a aproximacao, os corpos se afastam com velocidades
de modulos V4 e Vg, seguindo na mesma diregao inicial, conforme mostra a figura B. Como a energia
cinética se conserva, a velocidade de afastamento dos corpos é igual a de aproximacéo: 2vy = Vg — V)
. Encontre a velocidade Vz da massa m em termos de M, m e vy. Em seguida, use M = 100m e

~ B
encontre a razao —.

0
antes -V,
'/ -~ M m
. o—
~ ~ ~ e e e e e e v-a __________________________
depois
R M
y o— g
~ \V4 B
B e L EEE LR LR R —
m
(B)

Figura B (reproduzida): catapulta gravitacional, antes e depois da aproximagao.



[Fuvest]

Em janeiro de 2019, a sonda chinesa Chang'e 4 fez o primeiro pouso suave de um objeto terrestre no lado
oculto da Lua, reavivando a discussao internacional sobre programas de exploragao lunar.

Considere que a trajetoria de uma sonda com destino a Lua passa por um ponto P, localizado a %dTL do
centro da Terrae a %dTL do centro da Lua, sendo dry, a distancia entre os centros da Terra e da Lua.

@3)d, a3)d,

A

Figura (reproduzida): trajetéria da sonda passando por P e 6rbita lunar circular de raio 2R, .

a) Considerando que a massa da Terra é cerca de 82 vezes maior que a massa da Lua, determine a razao

Fr
—— entre os modulos da forga gravitacional que a Terra e a Lua, respectivamente, exercem sobre a
L

sonda no ponto P.

Ao chegar préximo a Lua, a sonda foi colocada em uma o6rbita lunar circular a uma altura igual ao raio da
Lua (Ry), acima de sua superficie, como mostra a figura. Desprezando os efeitos da forca gravitacional
da Terra e de outros corpos celestes ao longo da érbita da sonda,

b) determine a velocidade orbital da sonda em torno da Lua em termos da constante gravitacional G, da
massa da Lua M7, e do raio da Lua Ry;

c) determine a variagao da energia mecanica da nave quando a altura da 6rbita, em relacao a superficie
da Lua, é reduzida para 0,5 Ry,. Expresse seu resultado em termos de G, Ry, M, e da massa da sonda
mg.

NOTE E ADOTE

O médulo da forca gravitacional entre dois objetos de massas M e m separados por uma distancia

GmM

d é dado por F' = 7
) ) o ) GmM
A energia potencial gravitacional correspondente é dada por U = — T

Assuma a distancia da Terra a Lua como sendo constante.



m [ITA]

O raio do horizonte de eventos de um buraco negro corresponde a esfera dentro da qual nada, nem
mesmo a luz, escapa da atragao gravitacional por ele exercida. Por coincidéncia, esse raio pode ser
calculado nao relativisticamente como o raio para o qual a velocidade de escape é igual a velocidade da
luz. Qual deve ser o raio do horizonte de eventos de um buraco negro com uma massa igual a massa da
Terra?

DADOS

massa da Terra: 6,0 - 10% kg; velocidade da luz no vacuo: 3,0 - 10% m/s; constante de gravitacio
universal: 6,67 - 101t N-m?/kg>.

(A) 9 um
(B) 9 mm
(C) 30cm
(D) 90 cm
(E) 3 km



5. GABARITO COMENTADO

Exercicios propostos
01 D 04 C 09 B 12 C

16 C 19 C

v Nivel 1(01a 06)

01(D). F = 3d, F' dl
Fox —=:com3d, F' = —.
d? 9
02. (a) No periélio, o ponto mais proximo do Sol. (b) 22 lei (areas iguais em tempos iguais): perto do Sol o raio
vetor é curto e o arco percorrido no mesmo tempo precisa ser maior. (c) Nao: o Sol ocupa um dos focos.

03.7?> =a® =64 = T = 8 anos.

gp , 1 )
04 (C). — —4-—2 =1=gp =10m/s

gr 2
05. A estacao e os astronautas estao em queda livre, com a mesma aceleracao g (a gravidade é a resultante
centripeta da 6rbita). Como caem juntos, o piso nao empurra o astronauta: a normal é zero e o peso aparente é
nulo, embora o peso (forga gravitacional) continue atuando.

6,67 x 10-11.100 - 100 T . . .
06. F' = 12 = 6,67 x 10" N. E imperceptivel, menor que o peso de um grao de poeira;
forcas dessa ordem so6 sao medidas com instrumentos como a balanca de torcao de Cavendish.

v Nivel 2 (07 a 12)

07 i 2—lquth—3th—2R
"\R+h/) 9 B -

97R R
08.0 = \/goR = /6,4 x 107 = 8,0 x 10* m/s. T = WT - 27”/9_ ~ 5,0 x 10° s ~ 84 min.
0

09 (B). T o r3/2: 432 = 8. v oc r71/2: 4712 = L.

G-81M, _ GMy _ =@
2 (d-2)? d-=z

10. Forgas iguais a uma distancia x da Terra: =9=12=20,9d, isto ¢, a 90%

da distancia a partir da Terra, mais perto da Lua.

4r?rd 39,5 - (1,5 x 10M)3

N M= =
GT?> 6,67 x 1011 - (3,15 x 107)2

~ 2,0 x 103 kg.



12 (C) —\/2GM \/M' 1/8—1 = 5,6 km/
c Ve = R o Ik 1/2—2:>ve—, m/s.

v Nivel 3 (13 a17)

1 a 1,
13 @a= 22310 6 ua T2 - 165 — 4096 = T — 64 anos. (b) 2 = T = 315 _ g3
2 Vg Tp 0,5
r 90 R , . R . .
14. Dentro: g = gOE = Y =r= 7 isto &, profundidade 3 = 3200 km. Fora (ex. resolvido 3): altitude

(V2 —1)R ~ 0,41 R ~ 2650 km. Acima da superficie, g diminui mais depressa (com 1/7?) do que abaixo dela
(linearmente).

15. Energia inicial (repouso na superficie): Fy = — GMm‘ Final (6rbita 2R): E = —Giw—Rm. AFE =
3GMm 3 6 10
——— = -mgoR=0,75-500-10-6,4 x 10° = 2,4 x 10" J.
4R 4

, r, v, v, GM v, GM 4. GM , 3GM
136(C).Areas:va :Up’l‘_a = E.Energla: E — ﬁ = E — ﬁ = ? = ﬁ :>’Up = ﬁ =
ZgoR =4,8 x 107 = v, &~ 6,9 km/s.

3 30 .

17. g0 = %WG’pR =p= o__ ~ 5,6 x 10° kg/m® = 5,6 g/cm®. E o dobro

4rGR 47 -6,67 x 1011 .6,4 x 106
da densidade das rochas da superficie: o interior (nucleo de ferro e niquel) é bem mais denso.

¥ Nivel ITA/IME (18 a 21)

3D D
18. (@) Mri =3Mroeri +ro =D =1r1 = e (estrela leve) e rg = 1 (estrela pesada). (b) T' =

D3 D3 Eq Mr? 9
27| ———— = m{/ ——. (c) Mesmo w: v = wr. = 5 =5 = 3. A estrela de menor massa
G(M + 3M) GM E.s 3M r; 3

tem energia cinética 3 vezes maior.

19 (C). Ao longo da corda, seja x a posicdo medida a partir do ponto médio da corda. A forga gravitacional
. mgo , mgo . . -
interna R 7 tem componente ao longo do tunel —?w (a componente perpendicular é equilibrada pelas

paredes). E MHS com 0o mesmo w = - /gO/R do tunel diametral, qualquer que seja a corda. A viagem é meio

periodo: w4/ R/go ~ 42 min.

GMm N / -1/2
20. F = — : |E| aumenta 1% = (a) 7 diminui cerca de 1% (r' = r/1,01). (b) v  r~*/* = v aumenta
T
cercade 0,5%. (c) E. = —FE = a energia cinética aumenta 1%. O atrito retira energia mecanica; a energia

potencial diminui o dobro do que a cinética aumenta.

GMm v2 gR?> 3 goR?
eGM:gORQ:?O—goR:—U jzgoR—goR:—O =
2

v

Tmaz = 4R, altura h = 3R. A férmula 2—0 = 0,75R supde g constante, o que nao vale para alturas
90

comparaveis ao raio. Como g diminui com a altura, o projétil sobe muito mais.

21. Conservagao com E,, = —

max max



Questoes oficiais

22 B 23 C 24 C 25 C

26 A 27 A 28 B 29 E
30 Cc 31 D 32 C 33 B
34 B 35 A

v 22 a 35 - Questoes oficiais

22 (B) - EFOMM 2021.

_GM __GM 9B
I= R T (R¥nz T (RTn2

23 (C) - EsPCEx 2026.

O raio da orbita € medido a partir do centro da Terra: r = R + h. A forga gravitacional faz o papel de resultante

centripeta:
GMm s (2m)’ [ [(R+h)
'[‘2 _mwr—m<?)’r‘ = T—27T G—M—27T G—M

3

O resultado é a terceira lei de Kepler, T? x r , € ndo depende da massa do satélite.

24 (C) - Escola Naval 2019.

g= %—AZ/I,comMIO,OO2MTeR: 0,2 Ry:

0,002

2% _ 04 2
0.04 0,49 m/s

gP pry 9,8.

25 (C) - EFOMM 2015.

T2 Ry 3

U _ <_> =920 = Ty = 2020 = 40v/5 ~ 89 anos
26 (A) - EFOMM 2019.

Pela 22 lei de Kepler, areas iguais em tempos iguais. Nos extremos a velocidade é perpendicular ao raio, e cada
area € um triangulo fino:

1 1 v,
§ravaAt = §Tp’l)pAt = U_p = E = 5

27 (A) - Escola Naval 2020.

Ar3 GM 2 3
T TB TV rs

2
Com o mesmo impulso, h = ;’—g: altura 6 vezes maior significa go = %1.

28 (B) - EFOMM 2018.

M 4 2
g:G—ZgﬂGpRé ﬂ:—~&

_ 1 R
R? g1 3 R 6

. 1
R, 4



29 (E) - Escola Naval 2021.

3/2
Pela 32 lei de Kepler, (%) = 2v/2 = 2%/2 jogo ry = 2.

GM E
2r Eco m2 ™

30 (C) - Escola Naval 2024.

Pela 32 lei de Kepler, Ry = R - 82/3 = 4R.

_27rR _27r-4R_ﬁ

1= “2TTgr T T

Na menor separacao os satélites estao alinhados com o planeta e as velocidades sao paralelas e de mesmo

sentido: Ve = @ — % = %%.

31(D) - EFOMM 2023.

Os corpos formam um tridngulo equilatero inscrito na circunferéncia: lado £ = R+\/3. A resultante sobre cada
um aponta para o centro:

. 2GM2 30° V3GM?  Mv? N V3GM
= COS = — — -
3R2 3R2 R "=V 73R

32 (C) - Escola Naval 2022.

Quantidade de movimento nula: mv4 = 2mupg, logo vg = 1—’24 A energia potencial perdida vira cinética:

2Gm?  2Gm?  mvi  2m oY 2Gm?* 3
= - = = = —muvy
d/2 d 2 2 4 d 4

_\/8Gm_2\/2Gm
VAT N T3 T 3d

33 (B) - Escola Naval 2023.

No centro, cada estrela esta a %:
m2v2 —4. i]/\{g = v2=8\/§¥ :27/2GTM = oy =27/ GTM
34 (B) - EFOMM 2024.
Velocidade orbital rasante: v = GTM = %}—g— Na Terra, 171[722 ~ 7,92 km/s; em X, com metade do raio, \/5 .

7,92 ~ 11,2 km/s (em relagao ao centro).

A menor energia se consegue no equador, langando no sentido da rotagao. A velocidade do solo no equador de
X €460 -1 -2 =2760m/s.

Vsolo = 11,2 — 2,76 ~ 8,4km /s
35 (A) - EFOMM 2025.

2
Estrelas (distancia 2R entre elas): (02%2 = Mw?R = w? = %‘g.

Cosmonauta a uma altura z sobre o eixo: cada estrela puxa com % e a componente ao longo do eixo é essa

forga vezes %:
GMm s 2GM
= W =

z
R? R ¢ R3

mz = —2
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¥ 36 - Unicamp (discursiva)

BM-—m)vy Ve _ 29, o

36 - Uni .R tas: = 68 800 km/h; b) Vp = =
nicamp. Respostas: a) v, m/h; b) Vg Mtm ev0 01

a) 22 lei de Kepler.

1 Velocidade escalar média em cada trecho: v; = Z—; evy = z—; Dividindo: Z—j = Z—i . 2—2

2 Pela lei das areas, a area varrida é proporcional ao tempo (A A/At constante). Como Ay = 2A4;, entéo
Aty = 2 Aty.

3 Substituindo: 17;% =0,8- % =0,4 = vy = 68800 km/h.

O resultado esta de acordo com a 22 lei: o trecho 2 fica longe do Sol (perto do afélio), onde o corpo é mais
lento.

b) Quantidade de movimento e energia cinética (catapulta gravitacional).

1 Durante a aproximagéo s6 atuam forcas internas (a atragao gravitacional entre os dois corpos), entdo a
quantidade de movimento do sistema se conserva. Adotando positivo para a direita: Qn1es = Mvg — My
€ Qdepois - MVA + mVB-

2 A conservagao da energia cinética (a interagao equivale a uma colisdo elastica) leva a relagdo fornecida,
2vg = Vg — Vy; logo, Vy = Vg — 2v,.
3 Substituindo na conservacao: Mvy — mvg = M(Vp — 2vy) + mVp = (3M — m) vy = (M + m) V.

BM =m)vw oo ar — 100m: Y2 = 300m=—m _ 299, g6

4 |ogoVp = — —
AR M+m v 100m +m 101

Interpretagao: se M > m (planeta e sonda), Vp — 3vg. A sonda sai com quase o triplo da velocidade sem
gastar combustivel; a energia que ela ganha é retirada do planeta, que perde uma parcela infima da sua.

v 37 - Fuvest (discursiva)

F |G M Gmg M
37 - Fuvest. Respostas: a) L _ 20,5; b) v = —L; c) AE,,.. = _M'
Fy, 2R;, 12 Ry,

a) Razao entre as forcas em P.
1 Distancias de P aos centros: dp = %dTL (Terra) edy, = %dTL (Lua).

2 Dividindo as duas forcas, G e mg se cancelam:

2
Fp  Mp di  Mp (3drz) My 1

Fy, - M, d% - M, (%dTL)2 - M; 4

F 82
3 Ccom My =82M;: F_T = T = 20,5. Mesmo estando duas vezes mais longe, a Terra ainda puxa a
L

sonda com forca cerca de 20 vezes maior que a da Lua.
b) Velocidade orbital.

1 Aaltura da 6rbita € Ry, entdo o raio da 6rbita (distancia ao centro da Lua) é » = Ry, + Rp = 2R;.

GML’ITLS ’I’I’LS'U2 GML
: = = U = .
T r r

A forca gravitacional da Lua é a resultante centripeta:



GM
3 Logov = L.
2Ry,

c) Variacao da energia mecanica.

M M,
1 Em érbita circular de raio r: E, = %msv2 = % eU = —M, de modo que E, .. = E. +
r r
g GMims
2r
. G M
2 Orbitainicial: 7 = 2Ry, = Epec = —M.
4Ry,
3 Orbita final: altura 0,5Rz, logo ' = 1,5R, = E! . = —%.
L
M M M
4 AEmec:E;nec_Emec:_GmS L+Gm5 L :_GmS L-
3R 4Ry, 12Rp,

Interpretacao: a energia mecanica diminui (a variagao & negativa): para descer a uma 6rbita mais baixa, a
sonda precisa perder energia, o que se faz acionando os motores contra o movimento. Na 6rbita mais baixa ela
fica mais rapida (v = \/GM©/1,5R), embora tenha menos energia mecénica.

v 38-ITA
38(B) - ITA.

1 A velocidade de escape a partir da distancia R do centro de um corpo de massa M vem da conservagao

[2GM
da energia (E; + Ep = 0): Vese = =

2GM
2 Impondo vesc = c eisolando R: R = ——.
C
2-(6,67-10"1) - (6,0 - 10%%)
3 N = ) ) ~ 1073 m A
Com os dados: R = (3,0 10°) ~8,9-10°m~ 9 mm.

Interpretacao: toda a massa da Terra teria de caber numa esfera do tamanho de uma bolinha de gude para que
nem a luz escapasse. Esse é o raio de Schwarzschild, comentado na secao 1.9.
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