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1. TEORIA

1.1 0 estudo do sinal de uma funcao

DEFINICAO

Estudar o sinal de uma funcao f ¢ determinar para quais valores de z ela é positiva (f(x) > 0), nula (
f(z) = 0) ou negativa (f(z) < 0).
No grafico, f(x) ¢ a ordenada do ponto da curva que tem abscissa x. Assim:

« f(z) > 0 & o grafico esta acima do eixo z;
« f(z) = 0 & o grafico encontra o eixo x (esses valores de z s&o as raizes);
+ f(z) < 0 & o grafico esta abaixo do eixo .
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Gréfico de f(z) = z? — 2z — 3: em verde, a parte acima do eixo z (f(z) > 0); em vermelho, a parte abaixo (

f(z) <0).

Resumimos essa informagao em uma reta de sinais: marcamos as raizes na reta real e escrevemos o sinal de f
em cada trecho.
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Reta de sinais de f(z) = z? — 2z — 3.



OBSERVACAO

O grafico de uma funcgao do 2° grau € uma curva continua (sem saltos). Para passar de um lado para o
outro do eixo x, a curva precisa cruza-lo, o que sé ocorre em uma raiz. Por isso, entre duas raizes
consecutivas o sinal nao muda, e é suficiente determinar o sinal em cada trecho.

1.2 Roteiro para estudar o sinal de f(z) = az? + bz + ¢

1 Calcule A = b% — 4ac e as raizes (se existirem).

2 Observeosinalde a: se a > 0, a concavidade é voltada para cima; se a < 0, para baixo.
3 Esboce a parabola apenas com essas duas informacgodes (o esbogo ndo precisa de escala).
4

Leia no esboc¢o onde ela esta acima, sobre ou abaixo do eixo x e monte a reta de sinais.

1.3 Caso A > 0: duas raizes reais £; < T2

A parabola corta o eixo  em dois pontos. Fora do intervalo entre as raizes, os ramos da parabola ficam do lado
para o qual a concavidade esta voltada; entre as raizes, a curva fica do lado oposto.

REGRA PRATICA

Fora das raizes: f tem o mesmo sinal de a. Entre as raizes: f tem o sinal contrario ao de a.

Justificativa. Com duas raizes, podemos escrever f(z) = a(z — z1)(z — z2) (forma fatorada). Os sinais dos
fatores s3o:

- + +

r — I
T — I2 - - +
(z — z1)(x — x9) + = +

O produto (z — x1)(x — x2) € positivo fora e negativo entre as raizes. Multiplicando por a, obtém-se o sinal de
a fora das raizes e o sinal contrario entre elas.

1.4 Caso A = (0: uma raiz dupla x

Nesse caso, f(z) = a(z — z;)?. Como (z — z3)? > 0 para todo z, o sinal de f é o sinal de a para todo =
xo, e f(xo) = 0. A parabola apenas tangencia o eixo .

1.5 Caso A < 0: nenhuma raiz real

A parabola néo toca o eixo x: fica inteiramente de um mesmo lado do eixo. Logo, f tem o sinal de a para todo x
real.

2
Justificativa: completando quadrados, f(z) = a {(m + %) — 4%:2} .Se A < 0,0colchete é a

soma de um quadrado (> 0) com um numero positivo, portanto é sempre positivo; o sinal final é o
de a.
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Os seis casos possiveis. Os pontos marcados sédo as raizes; em verde f > 0, em vermelho f < 0.

1.6 Inequacoes do 2° grau

DEFINICAO

Inequacao do 2° grau é uma desigualdade que pode ser escrita como az? +bx +c¢ >0, >0, < O0ou
< 0 (com a # 0). Resolvé-la é encontrar todos os valores de x que tornam a desigualdade verdadeira;
em geral, a resposta € um intervalo (ou uma uniao de intervalos), e ndo um ou dois niumeros.

Método. Resolver uma inequagao do 2° grau consiste em estudar o sinal da expressao e escolher os trechos
pedidos.

1 Passe todos os termos para um mesmo membro, deixando 0 no outro.
2 Estude o sinal da expresséao (roteiro 1.2).

3 Escolha os trechos com o sinal pedido. Com > ou <, as raizes pertencem a solucao (bolinha fechada );
com > ou <, ndo pertencem (bolinha aberta o).

4 Escreva o conjunto solugéo S.

Exemplo com f(z) = 2 — 5z + 6 (raizes 2 e 3, a > 0):



22 -5z +6>0 fora, sem as raizes r<2ouzx >3
22 —5x+6>0 fora, com as raizes r<2o0uz >3
22 —5x+6<0 entre, sem as raizes 2<<3
22— 5z +6 <0 entre, com as raizes 2< <3

1.7 Como escrever a solucao: intervalos

2<zx<3 ]2,3[ou (2,3) o—o
2<z<3 2, 3] . .
z<2ouz >3 ] —00,2[U]3,+00] o o
todo real R
nenhum valor %) (vazio)

No extremo 00, o intervalo & sempre aberto, pois =00 ndo € um numero real e ndo pertence ao conjunto.

1.8 Inequacoes produto e quociente

z—4

Sao inequagdes como (z — 2)(z2 —9) > 0 ou < 0. Elas sao resolvidas com a regra de sinais da

T+
multiplicacdo e da divisao:

1 Estude o sinal de cada fator separadamente.

2 Monte o quadro de sinais: uma linha por fator, colunas para cada trecho determinado por todas as raizes.

3 Nadltima linha, aplique a regra: (+)(+) = +, (+)(—) = —, (=)(—) = + (a mesma regra vale para a
divisao).

4 Escolha os trechos pedidos. A raiz do denominador nunca pertence a solucao (ngo existe divisao por
zero): a bolinha é sempre aberta.



ERROS COMUNS

« Concluirde z> > 4 que > 2. O valor z = —3 também satisfaz a inequacao (9 > 4). O correto é
z2—4>03z< —2o0uz > 2.

« Dividir os dois membros por x em z2 > 3x. Nao se sabe se x é positivo ou negativo (e o sentido
da desigualdade dependeria disso); além disso, perde-se z = 0. Passe todos os termos para um
membro e fatore.

 Multiplicar por um nimero negativo sem inverter o sentido da desigualdade. Ex.: —z2 +4 > 0
e’ -4<0.

* Responder apenas com as raizes. A solucido de uma inequacao é um conjunto de valores, e nao
apenasx =2ex = 3.

e Multiplicar os dois membros pelo denominador em ﬁ—jrg < 0. Isso s6 é valido quando se conhece
o sinal do denominador. Use o quadro de sinais.

1.9 Quadro-resumo

A>0 -+ fora, — entre as raizes — fora, + entre as raizes
A=0 + para x # x0; zero em x — para x # xo; zero em xg
A<O + paratodo x — para todo x

DICA

az’? +bx +c > 0paratodozreal & a >0e A < 0. ax?+bzx+c<Oparatodozreal & a <0e
A <O.

2. EXERCICIOS RESOLVIDOS

Exercicio resolvido 1. Estude o sinal de f(z) = z? — 2z — 8.

Resolucao:

2+6
1 Raizes. A =(—-2)2—-4-1-(—8)=4+32=236.Entdoz = Jisto é, 1 = —2exy = 4.

2 Concavidade. a = 1 > 0 = para cima.
Esbogo. Parabola com concavidade para cima que corta o eixo em —2 e 4 (vértice V (1, —9)).

4 Leitura. Fora das raizes a curva esta acima do eixo; entre elas, abaixo.
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Sinal de f(z) = z* — 2z — 8.
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Esbogo de f(z) = 2 — 2z — 8.

Resposta: f(z) > Oparaz < —2ouzx > 4; f(z) =O0paraz = —2ouz = 4; f(z) < Opara—2 <
T < 4.

Exercicio resolvido 2. Resolva as inequacdes (a) —z + 6z —9 > 0 e (b) —z> + 62 — 9 < 0.

Resolucao:

1 Raizes. A =36 —4-(—1)-(—9) =36 — 36 = 0 = raiz dupla zy = % = 3. De fato, —z? +
6z — 9= —(z — 3)%

2 Concavidade. a = —1 < 0 = para baixo. A pardbola tangencia o eixo em x = 3 e fica abaixo dele
para os demais valores de .

(a) Queremos > 0: a curva nunca fica acima do eixo e s6 se anula em z = 3. Logo, S = {3}.

4 (b) Queremos < 0: a desigualdade vale para todo z, exceto x = 3 (nesse ponto a fungéo vale 0, que
nao é negativo).
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X Para f(z) > 0, s serve o ponto & = 3 (bolinha
fechada).
Esboco de f(z) = —xz% + 6z — 9: toca o eixo apenas

em x = 3 e, nos demais pontos, fica abaixo dele.

Resposta: (a) S = {3}; (b) S = R — {3}.

Exercicio resolvido 3. Resolva (a) 22 + 2 +1>0e(b) 22 + 2+ 1 < 0.

Resolucao:

1 Raizes. A =1 —4 = —3 < 0 = nao ha raizes reais: a pardbola ndo toca o eixo z.



2 Concavidade. a = 1 > 0 = para cima. Como n&o toca o eixo, fica inteiramente acima dele.

3 Logo, x2 4 = + 1 é positivo para qualquer z real e nunca é negativo.
Ay

/(=2 _3L)
T 7

xv

f(z) = z* + z + 1 fica sempre acima do eixo .

Resposta: (a) S = R; (b) S = @.

Exercicio resolvido 4. Resolva (a) 2 < 9 e (b) 2 > 3z.

Resolucao:

(a)
Todos os termos em um membro: 22 — 9 < 0. (Atencao: a solucdondo é x < 3.)

1
2 Raizes:z’=93z=-3ouz=3.a=1>0.

3 Sinal: negativo entre as raizes. Como a desigualdade & <, as raizes pertencem a solugao.

1
|
1
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-3
Sinal de 2 — 9: queremos < (: trecho entre as raizes, com bolinhas fechadas.

(b)
N&o divida por z. Passe todos os termos para um membro: z2 — 3z > 0 = z(z — 3) > 0

1
2 Raizes:z =0ex =3;a=1> 0= positivo fora das raizes.

3 Como a desigualdade ¢ estrita, as raizes ndo pertencem a solugéo.
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Sinal de 2% — 3x: queremos > 0: trechos externos, com bolinhas abertas.

Resposta: (a) S = [-3,3]; () S={z € R |z < O0ouz > 3}.

Exercicio resolvido 5 (inequagéo produto). Resolva (z — 2)(z? — 9) > 0

Resolucao:
Fator f = x — 2 (1° grau, a > 0): raiz 2; negativo antes de 2, positivo depois.



2 Fatorg = %2 — 9 (2° grau, a > 0): raizes —3 e 3; positivo fora, negativo entre.

3 Quadro de sinais com todas as raizes em ordem: —3, 2, 3.
T —2 - - + +

LEQ -9 + - - +
(z — 2)(z? — 9) - + - +

4 Escolha: queremos > 0, isto é, as colunas com sinal +, incluindo as raizes (ndo ha denominador,
entao todas as raizes pertencem a solugao).

Resposta: S = [—3, 2] U [3, +o0l.

Exercicio resolvido 6 (inequacao quociente). Resolva
7 —

Resolucao:
1 Condicao de existéncia: x — 2 # 0 = = # 2.
Numerador 22 — 1: raizes —1e 1,a > 0 = + fora, — entre.

Denominador x — 2: raiz 2; — antes, + depois.

A W DN

Quadro de sinais com —1, 1, 2:

I N BTN A EE TR T
z? —1 + - + +

x—2 - - - +
x2—1

= + = +
r— 2

5 Escolha: queremos < 0, isto &, as colunas com sinal —, sem as raizes (a desigualdade é estrita e,
além disso, 2 anula o denominador).

Resposta: S = {z € R |z < —loul <z < 2}.

Exercicio resolvido 7 (problema). O lucro mensal de uma fabrica, em milhares de reais, é L(z) = —z? +
30z — 200, em que x é a quantidade produzida (em milhares de unidades). Para quais quantidades a
fabrica tem lucro positivo? Qual o lucro maximo?

Resolucao:
1 Condicao: lucro positivo significa L(z) > 0, isto é, —z2 + 30z — 200 > 0.

2 Raizes: multiplicando L(z) = 0 por —1: 2 — 30z + 200 = 0, A = 900 — 800 = 100, z =
30£10
2

3 Sinal: a = —1 < 0 = positivo entre as raizes.

> 2 =10 oux = 20.



10+ 20
2
5 Interpretacéo: abaixo de 10 mil unidades, a receita ndo cobre os custos fixos; acima de 20 mil, os

4 Maximo: no vértice, zy = = 15e L(15) = —225 + 450 — 200 = 25.

custos crescem mais que a receita.
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Sinal de L(z) = —2* + 302 — 200.
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Lucro L(z): positivo entre 10 e 20 mil unidades;
maximo de 25 em x = 15.

Resposta: lucro positivo para 10 < & < 20 (entre 10 e 20 mil unidades); lucro maximo de 25 mil
reais com 15 mil unidades.

Exercicio resolvido 8 (nivel concurso). (a) Determine os valores reais de x para os quais vx2 — bx + 4 é
um numero real. (b) Determine m para que 22 + mz + 4 > 0 para todo z real.

Resolucao:

(a)
1 Como a raiz quadrada de numero negativo nao € real, € preciso ter z? — 5z +4>0.

2 Raizes: 1 e 4 (soma b, produto 4). a > 0 = positivo fora das raizes; com >, as raizes pertencem a
solucao.

Sinal de 2 — 5z + 4: queremos > 0.

(b)

1 Para que a expressao seja positiva para todo x, a parabola precisa ficar inteiramente acima do eixo:
concavidade para cima (a = 1 > 0 v) e nenhuma raiz real (A < 0).

2 A= m? —16 < 0= m? < 16 3 —4 < m < 4 (inequacdo do 2° grau em m: raizes +4, negativo
entre).

3 Observacéo: ndo se pode aceitar A = 0, pois nesse caso a parabola tangencia o eixo e a expressao
vale 0 no ponto de tangéncia, o que contraria a condigdo > 0.

Resposta: (a) z < louzx > 4; (b) -4 < m < 4.




3. EXERCICIOS DE FIXACAO

Estude o sinal das funcoes:
a) f(x)=2>—-Tz+10 b)g(z) = -2 +2+12 c)h(z) =2 -6z +9 d) p(z)=—22°+z—3

Resolva em R:
a)z? —4x <0 b)z2—16>0 c)—224+22+3>0 d)z2+4x+4<0

m Resolva a inequacao =2 > 2z + 15.

m Resolva a inequacao produto (z — 1)(z + 3)(z — 4) < 0.

T
m Resolva a inequacao quociente
T+ 2

<0.

m Determine os valores de k para que 2 — 6x 4 k > 0 para todo z real.

4. QUESTOES DE CONCURSOS MILITARES

Questodes oficiais de provas anteriores (EFOMM, EPCAR, EsPCEXx, AFA e Escola Naval), selecionadas do
banco de questdes da Trilha Militares.

[EsPCEx 2017]

Na figura estéo representados os graficos das funcdes reais f (quadratica) e g (modular) definidas em R.

T
Todas as raizes das funcgdes f e g também estao representadas na figura. Sendo h(z) = % assinale
gl
a alternativa que apresenta os intervalos onde h assume valores negativos.
yih
=Jx
I I 11 I >
473 2 N0 1 2 34 05 6 =
= g(x)

(A) ] —3,-1]u]6, 8]

(B) | — 00, —3[U] —1,6[U]8,+00]

(C) ] — 00,2[U[4, +o0]

(D) | — 00, —3[U[-1,2[U[7,4o00]
I -

(€) ] - 3,-1]U[2,4[U]6,8]



m [EsPCEx 2020]

Sejam f(z) = 42? — 12z + 5 e g(x) = = + 2 fungdes reais. O menor inteiro para o qual f(g(z)) < 0é

(A) —2.
(B) —1.
(C) o
(D) 1.
(E) 2.

m [EsPCEx 2025]

Os possiveis valores reais de x que validam a desigualdade

P rw_1 > 0 séo taisque x < pou
T > q. O valor de p + g éigual a:

(A) O

(B) 1

(c) 2

(D) 3

(E) 4

m [EsPCEx 2024]

ve—1

A quantidade de numeros inteiros que satisfazem a inequacao 5 < 0 éigual a:
x? —4x

(A) 1

(B) 2

(c) 3

(D) 4

(E) 5



5. GABARITO COMENTADO
07 B 08 B 09 B 10 C

¥ 01a 06 -Fixacao

01.a) Raizes2eb5,a > 0: f >0parax <2o0ux >5; f <Opara2 <x <5, f =0em2eb.

b) Raizes —3e4 (x> —x—12=10),a < 0:g >0para—3 <z <4, g <Oparaz < —3ouz > 4.
c) A =0, raizdupla 3, a > 0: h > 0 paratodo z # 3 e h(3) = 0.
dA=1-24=-23<0ea<0:p(x) < 0 paratodo z real.

02. a) z(z — 4) < 0: raizes 0 e 4, negativo entre = 0 < x < 4. b) Raizes +4, positivo fora com as raizes =
z < —4oux >4.c)Raizes —1e3,a < 0= positivoentre > —1 < z < 3.d) (z + 2)2 < 0 s06 é satisfeita
quando (z +2)?=0= S = {-2}.

03.22 — 2z — 15 > 0:; raizes —3eb5:a>0=>z < —3ouzxz > 5.

04. Raizes —3, 1, 4. Sinais (da esquerda para a direita): x + 3: —, 4+, +,+; ¢ — 1: —, —, +,+; x — 4:
-, —, —,+. Produto: —, +, —, 4+.Com < 0: § =] — 00, —3] U [1, 4].

05. Numerador x — 4 (raiz 4), denominador x + 2 (raiz —2, excluida). Quociente: + para x < —2, — para
—2<z<4,+parax >4.Com<0:S5 =] —2, 4]

06.a =1 > 0; éprecisoter A <0:36 —4k <0=>k > 9.

¥ 07 a 10 - Concursos militares

07 (B) - EsPCEx 2017.

Pelo gréfico, f tem raizes —1 e 8 e é negativa entre elas; g tem raizes —3 e 6 e é positiva entre elas.
h é negativa quando f e g tém sinais opostos (e g # 0):

r<—=3:f>0,9<0v.—-3<ax< —1:ambas positivas. -1 < x < 6: f < 0,9 >0v.6 <z < 8 ambas
negativas.x > 8: f > 0,9 <0 v.

Emz = —1ex = 8, hvale 0 (ndo é negativa). Resposta: | — 0o, —3[U] — 1,6[ U8, +o0].
08 (B) - EsPCEx 2020.

Comu:w+2:4u2—12u+5<0,ra|'zesu:%euzg:
5

l<Jz+2<— & —§<:c<l

2 2 2 2
O menor inteiro do intervalo é —1.
09 (B) - EsPCEx 2025.

-tz —1=(z—1)(z*+1)
Comoaz2+1>0,bastaw“”Tl20:w§00um>1.Logop:0,q:1ep+q:1.
10 (C) - EsPCEx 2024.

Existéncia: x > 1 e x # 0,4. O numerador é > 0, entéo a fragao é < 0 quando o numerador é zero (z = 1,
com denominador —3) ou quando o denominador é negativo, 0 < = < 4.



Solug3o: [1,4), com os inteiros 1, 2 e 3.
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