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1. TEORIA
DEFINICAO

Equacao biquadrada é toda equacao da forma

az* 4+ bz’ + ¢ =0, a # 0.

4 .2

S6 aparecem poténcias pares de x: 2%, 22 e o termo independente (z°). Nao aparecem z3 nem z.
Sdo biquadradas: z* — 522 +4 =0, 2z* — 22 =0, z* — 16 = 0. NGo é: z* — 23 + 2 = 0 (tem z?).

1.1Reducao a uma equacao do 2° grau

4 4 _ 2

Como z* = (z?)?, fazendo 2% = y obtemos z* = y*

4 2 _ 2 _
a\:c/—l—b&:y/—kc-O — ay +by+c=0.
yZ

Com essa troca de variavel, a biquadrada se transforma em uma equacao do 2° grau em ¥y, resolvida por
Bhaskara ou por soma e produto. Em seguida, volta-se para x usando z? = Y.
METODO: TROCA DE VARIAVEL

1 Troca:facay = z? (logo z* = y2) e escreva ay2 +by+c=0.

Resolugcao em y: encontre y; e ya.

N

Volta: para cada valor de y, resolva 2 = y.
o y > 0= 2 = +./y (duas raizes simétricas);
o y=0=x =0 (uma raiz);
o y < 0 = nenhuma raiz real (valor descartado).

w

4 Respostaem z: escreva o conjunto solucéo e, se possivel, confira substituindo na equagao original.



1.2 Descarte dos valores y < 0
Comoy = z2, na volta procuramos 0s humeros reais
cujo quadrado é igual a y:

X2 = 4: 2 solugdes

o % = 4: tanto 22 quanto (—2)? ddo 4 = duas

solugoes.
2 N o~k _ ~
X2 = 0: 1 solugo X e z° =0:s0x = 0 = uma solucdo.
o 22 = —2: nenhuma solugao, pois o quadrado

X? = -2: nenhuma

e e R de um numero real nunca é negativo.

No grafico, a reta horizontal correspondente a cada

O grafico de 22 nunca fica abaixo do eixo z. . i
valor de y intersecta a parabola em 2, 1 ou O pontos.

ERROS COMUNS

e Responder com os valores de y e esquecer de voltar para .

« Esquecer o sinal +: de > = 9saemz = 3ex = —3.

e Tentar extrair a raiz quadrada de um y negativo (como v/—4) em vez de descarta-lo.

o Dividir a equacao por x2 quando ¢ = 0: isso perde a raiz z = 0. O certo é colocar z2
evidéncia.

em

1.3 Numero de raizes reais e sinais de y1 e Y2

duas positivas distintas — 522 +4=0 y=14=+1,+£2
uma nula e uma positiva 3 zt — 422 =0 y=20,4>0,42
uma positiva e uma negativa 2 zt — 322 —4=0 y=4,—1=+2
positiva dupla 2 2t — 422 +4=0 y=2= ++/2
uma nula e uma negativa 1 i+ 22 =0 y=0,—-1=0

ambas negativas ou A < 0 0] ' +52°4+6=0 y=—2,—3 = nenhuma



4 raizes: x4 - 5x2+ 4 3 raizes: x* — 4x? 2 raizes: x* -3x2-4
y y y

1 raiz: x* + x? 0 raizes: x* + 5x2 + 6
y y

Graficos de f(:z:) = ax* + bx? + c: as raizes reais s30 os pontos onde o grafico toca o eixo z. Os graficos sdo
simétricos em relacao ao eixo y.

DICA: SINAIS DE Y; E Y, SEM RESOLVER A EQUAGCAO

b c
Use soma e produto da equacdoemy: y1 +y2 = —— € Y1 Y2 = —.
a a

e Produto negativo = uma positiva e uma negativa = exatamente 2 raizes reais.
» Produto positivo e soma positiva (com A > 0) = duas positivas = 4 raizes reais.
¢ Produto positivo e soma negativa = duas negativas = 0 raizes reais.

1.4 Propriedades das raizes

e Simetria: se r é raiz, —r também &, pois
/ (—r)* = r* e (—r)% = r2. Porisso a soma das
raizes reais é sempre zero.
¢ Produto (com as 4 raizes reais j:ﬁ, i\/@):
c

(Vo) (=) (Vo2) (= /92) = y1ye = —.

e Soma dos quadrados das 4 raizes: 2y; +

- Z1 1 2 2b
2y2 = ——.
a

, , ’ o Exemplo: em z* — 5x? + 4 = 0, o produto é % =4
f(z) = z* — ba* + 4: raizes —2, —1, 1, 2, simétricas. (confira: (—2)(—1)(1)(2) = 4) e a soma dos
quadrados €2-5=10(4+ 1+ 1+ 4).

1.5 Montando a biquadrada a partir das raizes

FORMULA

Se as raizes sao +r e £s, entdo cada par vem de um fator (:132 = 7'2):
(=) (2* - ") =0 «—= z' — (1’ + )2’ +r’s* =0.

Exemplo: raizes +1e +3 = (22 — 1)(2? — 9) = z* — 1022 + 9 = 0.



1.6 Outras equacoes resolvidas por troca de variavel

A troca de variavel se aplica sempre que uma mesma expressao aparece duas vezes, uma elevada ao
quadrado e outra & primeira poténcia. Exemplo: (z* — z)* — 8(2? — z) + 12 = 0. Fazendo y = z* — z,
obtemos y2 — 8y + 12 = 0. Na volta, porém, cada valor de y gera uma nova equacgéao do 2° grau em  (veja o

Exercicio resolvido 5).

DICA

Nessas equagdes, um valor y < 0 ndo é descartado automaticamente na volta: sé se descarta quando a

2 2

equacao de volta ndo tem raizes reais (A < 0). Por exemplo, z° — £ = —2 nao tem raiz real, mas z° —

- _1
T = 8tem.

1.7 Quadro-resumo

I T

Reconhecer s6 z*, 2 e numero (expoentes pares)
Trocar y=xz’ay’+by+c=0
Resolver em y Bhaskara ou soma e produto
Voltar ?=yy>0==+,/y;y =00,y < 0= descarta
Propriedades soma das raizes = 0; produto (4 raizes) = ﬁ; soma dos quadrados = —2a—b
Montar raizes =7, +s = (22 — r?)(z? — s?) =0

2. EXERCICIOS RESOLVIDOS

Exercicio resolvido 1. Resolva z* — 1322 + 36 = 0.

Resolucao:
1 Troca:y =z2=y?> — 13y + 36 = 0.
2 Resolver em y por soma e produto: procuramos dois nimeros com soma 13 e produto 36 = 4 e 9.
Entdfoy; =4ey =9.

3 Volta (os dois s&o positivos, nenhum é descartado):
2=4=>2z=42 22=9>z2 =43

4 Conferirumaraizzz =3:81 —13-9+36 =81 —117+36 =0 v.

zt — 1322 +36=0 v .
y=29 > r =23

Resposta: S = {—3, —2, 2, 3}




Exercicio resolvido 2. Resolva, em R, z* + 322 — 4 = 0.
Resolucao:

1 Troca:y®> + 3y — 4 = 0.
-3+5
2

2 Bhaskara: A =9+ 16 =25y =
$y1:10Uy2:—4.

3 Volta:z? =1z = +1.
z? = —4 = sem solucao real (nenhum
quadrado é negativo); valor descartado.

4 Interpretacao grafica: o grafico ao lado
intersecta o eixo x apenasem —1 e 1.

Resposta: S = {—1, 1}

Exercicio resolvido 3. Resolva z* — 922 = 0.
Resolucao:

1 Atengido: ¢ = 0. N3o se deve dividir por z?,
pois a raiz & = 0 seria perdida. Coloque z?
em evidéncia:

z*(z? — 9) = 0.
2 Anulamento do produto: 22=0=>2=0;
ouz?—9=0>z=+3.

3 Pelatroca (outro caminho): y?> — 9y = 0 =
y=0o0uy=9=2=00ux = =43. Mesmo
resultado.

4 Séo 3raizes distintas (caso de uma raiz nula e
uma positiva, na tabela do item 1.3).

Resposta: S = {3, 0, 3}




Exercicio resolvido 4. Resolva 4z* — 3722 + 9 = 0.

Resolucao:
1 Troca: 4y* — 37y +9 = 0 (com a = 4, a férmula de Bhaskara é mais pratica que soma e produto).

2 A=(-37)2-4-4-9=1369 — 144 = 1225 > /A = 35.

g , 3735 12 2 1
y=—Fg —Fm=g=9up=c=1

a Volta: 22 = 9 = z = +3; m2:;11=>:v:j:%.

5 Conferirpeloproduto: 3- (—=3)-1-(—3) =2 =% v

Resposta: S = {—3, —%, %, 3}

Exercicio resolvido 5. Resolva (22 — z)? — 8(z? — z) + 12 = 0.

Resolucao:

1 Identificar a expressao repetida: 2’ —z. Trocay=a>—x >y -8y +12=0.

2 Emy (soma 8, produto 12): y1 = 2 ou y2 = 6.

3 Voltacomy:2:m2—m:2=>m2—:13—2:0=>(soma’l,produto—2)=>:c:2ou:13:—1.
4 Voltacomy =6:2> —z=6=2"—2 — 6 =0= (soma, produto —6) 3 = = 3ouz = —2.
5

Conferirz =3: 22 — 2 =636 —-48+12=0v.

Resposta: S = {—2, —1, 2, 3}

Exercicio resolvido 6. Escreva a equacao biquadrada (com a = 1) cujas raizes sao +1 e ++/3.

Resolucao:
1 Opar£1vemde z? = 1, ou seja, do fator (z? — 1).
Do mesmo modo, o par ++/3 vem de 22 = 3, isto &, do fator (2> — 3).

Multiplicar: (22 — 1)(z? — 3) = 2* — 322 — 2® + 3 = z* — 42? + 3.

A WO N

Conferir pelatroca: 4> —4y +3 =03y =1louy =3z = £1,+/3 v.

Resposta: z¢ — 422 +3 =0




Exercicio resolvido 7. [Nivel concurso] Sem resolver a equacao z* — 10x% + 9 = 0, que tem quatro raizes
reais, calcule: (a) a soma das raizes; (b) o produto das raizes; (c) a soma dos quadrados das raizes.

Resolucao:

1

A W DN

Na equacdoemy: y?> — 10y +9 = 0, temos y; + y» = 10 e 1y, = 9.
(a) As raizes vém em paresr e —r = a soma € 0.
(b) Produto = (/y1)(—+/¥1)(v/¥2)(—/¥2) = Y192 = 9.

(c) Cada y aparece duas vezes como quadrado (r? = (—7")2 = y) = soma dos quadrados = 2(y; +
yz) = 20.

Conferéncia (resolvendo): y = 1 ou 9 = raizes £1,+3; produto 1 - (—=1)-3-(=3) =9 v;
quadrados 1 +1+9+9 =20 v.

Resposta: (a) 0 (b) 9 (c) 20

Exercicio resolvido 8. [Nivel concurso] Para quais valores reais de k a equacao z* — 622 + k = 0 possui
exatamente duas raizes reais distintas?

Resolucao:

1

Troca: 4> — 6y + k = 0. Pela tabela do item 1.3, ha exatamente 2 raizes em z em dois casos: (I) uma
raiz y positiva e outra negativa; (Il) uma raiz y positiva dupla.

Caso (1): sinais opostos < produto negativo: y;y, = k < 0. (Se o produto é negativo, A é
automaticamente positivo.)

Caso (ll): raizdupla © A =0:36 —4k =0=>k = 9. Araizduplaé¢y =3 > 0= 2 = ++/3 v.

Demais casos: k = 0 dd y = 0 ou 6 = 3raizes; 0 < k < 9 da duas y positivas = 4 raizes; k > 9 da
A < 0 = nenhuma raiz.

k = -7 (k < 0): raizes de sinais opostos k = 9: raiz dupla positiva

0 < k < 9: duas positivas (4 raizes em Xx)

Grafico de g(y) = y? — 6y + k em cada caso. S6 as raizes y > 0 geram raizes em x.

Resposta: k < Qouk =9




3. EXERCICIOS DE FIXACAO

Resolva em R:

a)zt =522 +4=0 bzt —1022+9=0 )z —16 =0 d)4z? — 1722 +4=0 e) z* + 5z +
6=0

Resolva z* — 22 — 12 = 0 e justifique por que uma das solucdes em y foi descartada.

Resolva z*(z* — 7) = —12.

Escreva a equacao biquadrada (com a = 1) cujas raizes sdo +1/2 e +3.

Resolva (z2 + 1)? — 7(z® + 1) + 10 = 0.

Sabendo que 2 é raiz de zt =222 +m= 0, determine m e as demais raizes reais.

. QUESTOES ESTILO CONCURSO

O nlimero de raizes reais da equacdo z* — 3z —4 =0 é:
(A) O
(B) 1
(c) 3
(D) 4
(E) 2

A soma dos quadrados das raizes reais de zt — 1322 +36=0e:
(A) 13

(B) 0

(C) 36

(D) 26

(E) 52

O produto das raizes reais de z* — 522 +4 = 0 é:

(A) 4
(B) —4
(©)o
(D) 5
(E) -5

A maior raiz real da equacdo 9z* — 10z2 +1 =0 é:
(A i
(B) 1
(c) 3
(D) 9
() 3



n Quantas raizes reais distintas possui a equacao z* — 922 = 0?

(A) 1
(B) 2
(€3
(D) 4
(E) O

n O produto das raizes positivas de (2 — 3)2 — 4(z> —3) —5=0¢:
(A) 2
(B) 8
(C) 16
(D) 4
(E) 24/2

B [Desafio] A equacdo z* — 1022 + m = 0 possui quatro raizes reais e distintas se, e somente se:
(A) m < 25
(B) m>0
(C)0<m <25
(D) m > 25
(E) 0 <m < 25

Questoes de concursos militares

Questodes oficiais de provas anteriores, selecionadas do banco de questdes da Trilha Militares.

m [EsPCEx 2016]

Os gréficos de f(z) = 2 e g(x) = 2% — |z| tém dois pontos em comum. O valor da soma das abscissas
dos pontos em comum € igual a

(A) O
(B) 4
(c) 8
(D) 10
(E) 15



5. GABARITO COMENTADO
07 E 08 D 09 A 10 B
n C 12 D 13 E

14 A

¥ 01a 06 -Fixacao

Ola)y=1loud=S={+1,+2 . b)y=10u9= S ={+1, 43} c)y’  =16=3y=4ouy = —4
(descartado)=>S:{i2}.d)4y2—17y+4:0=>y:4ouy:%#S:{iZ, i%}.e)y:—2ouy:
—3, ambos negativos = S = .

02.y> —y—12=0=y =4ouy = —3.y = —3 é descartado pois z> > 0. § = {-2, 2}.
03.2* — 722 +12=0=y=30uy=4= S = {+3, +2}.

04. (2> —2)(z>2—9)=0=z* — 1122 + 18 = 0.

05.y =2+ 1:y  —Ty+10=0=y=20uy=5=2>=1louz’ =48 = {+1, +2}.
06.16 -84+ m=0>m=—8.2*— 222 —8 =0y =4 ouy = —2 (descartado) = a outra raiz real & —2.
¥ 07 a 13 - Estilo concurso

07 (E). y = 4 ou y = —1 (descartado) = & = £2: duas raizes reais.

08 (D). Raizes £2e £3:4+4 4+ 9+ 9 = 26 (ou 2(y; + y,) = 2 - 13).
09(A).1-(-1)-2-(-2)=4= <.
10(B).9y2—10y+1:0=>y:1ouy:%=>ra|'zes:|:1e:|:%;amaioré1.

1n(C).z*(z> —9) =0z =0,z =3ouz = —3.

12(D).y=2>—-3:9> -4y —-5=0=>y=>50uy = —1 = 2> = 8 oux? = 2. Positivas: 2¢/2 e v/2; produto
=4.

13 (E). Precisamos de duas raizes y positivas e distintasem 3> — 10y + m = 0: A =100 —4m > 03> m <
25; produto m > 0; soma 10 > 0 (condigao satisfeita). Logo 0 < m < 25. (Se m = 0, ha so 3 raizes; se m =
25,06 2))

¥ 14 a 14 - Concursos militares
14 (A) - EsPCEXx 2016.
2> = |z)| —2=0 = |z| =2 (ou |z| = —1, impossivel)

x = 2oux = —2:soma 0 (a funcdo g é par, as abscissas sdo simétricas).
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