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1. TEORIA

OBSERVACAO

Os problemas desta ficha se resolvem, em sua maioria, com uma mesma comparacao: a distancia d do
centro a um ponto, a uma reta ou a outro centro, comparada com o raio R (no caso de duas
circunferéncias,com R +re R — 7).

1.1 Circunferéncia x circulo

DEFINICOES

Circunferéncia de centro O e raio R é o conjunto de todos os pontos do plano que estdo a uma mesma
distancia R do ponto O. E apenas a linha (o contorno).

Circulo é a circunferéncia reunida com todos os pontos do seu interior. E uma regido do plano (na figura,
a parte sombreada).

circunferéncia (apenas a linha) circulo (linha + interior)

Numa moeda, a borda corresponde a circunferéncia, e a face inteira, ao circulo.

ATENCAO

A circunferéncia, por ser uma linha, tem comprimento; o circulo, por ser uma regiao, tem area. Quando
um enunciado menciona "area da circunferéncia”, refere-se a area do circulo.



1.2 Elementos da circunferéncia

o Centro (0): o ponto que esta & mesma distancia
de todos os pontos da circunferéncia.

» Raio (R): segmento que liga o centro a um
ponto da circunferéncia. Todos os raios tém a
mesma medida.

¢ Corda: segmento cujas extremidades sao dois
pontos da circunferéncia (ex.: E).

« Diametro (D): corda que passa pelo centro. E
formado por dois raios:

D =2R.

¢ Arco: cada uma das duas partes em que dois
pontos dividem a circunferéncia.

¢ Flecha: o segmento que vai do ponto médio de
uma corda até o arco, perpendicular a corda
(veja 1.3).

arco AB

O DIAMETRO E A MAIOR CORDA

Justificativa: numa corda AB, a poligonal AOB mede R + R = 2R, e o segmento AB nao pode ser
maior que ela (o segmento de reta € o menor caminho entre dois pontos). A igualdade s6 ocorre quando
O pertence a corda, isto &, quando a corda € um diametro. Logo,

qualquer corda < 2R.

Exemplo: numa circunferéncia de raio 5 cm, nenhuma corda passa de 10 cm.

1.3 Corda e distancia ao centro (Pitagoras na circunferéncia)

Trace uma corda AB de comprimento c e, a partir do
centro O, a perpendicular OM a corda.

1 OA = OB = R (séo raios), entéo o triangulo
OAB ¢ isésceles.

2 Num tridngulo is6sceles, a altura relativa a base

também é mediana. Logo M é o ponto médio da
corda: AM = MB = §.

3 Otriangulo OM A é retangulo em M. Por A B
Pitagoras:

d = distancia do centro a corda; f = flecha.



FORMULAS

(§>2+d2:R2 f=R—d

O raio é a hipotenusa; a metade da corda e a distancia do centro a corda sao os catetos.

Exemplo: R = 5 e corda ¢ = 8. Metade da corda: 4. Entdo 4> + d? = 5% = d?> = 9 = d = 3. A flecha mede
f=5-3=2
CONSEQUENCIAS

e Quanto menor a distancia ao centro, maior a corda. A corda com d = 0 é o didmetro.

e Cordas de mesma medida estdo a mesma distancia do centro.

e A mediatriz de qualquer corda passa pelo centro. Por isso, para localizar o centro de um prato,
tracam-se duas cordas nao paralelas e suas mediatrizes: elas se cortam no centro.

1.4 Posicao de um ponto em relacao a circunferéncia

Seja d a distancia do ponto P ao centro O:

d<R interior g
d=R pertence a circunferéncia
d>R exterior

Exemplo: R = 4. Um ponto a 3 do centro ¢é interior; a 4 P.: d <R (interior) - P>: d = R (pertence) - Ps: d > R (exterior)
, esta na circunferéncia; a 6, & exterior.

1.5 Posicoes de uma reta em relacao a circunferéncia

Aqui, d é a distancia do centro O & reta s, medida sobre a perpendicular tragada de O até s (0 menor caminho
do ponto a reta).

"I

secante tangente exterior
d <R -2 pontos d=R -1 ponto d > R - nenhum ponto



d<R secante 2
d=R tangente 1 (ponto de tangéncia 1)
d>R exterior 0

PROPRIEDADE DA TANGENTE

A reta tangente é perpendicular ao raio no ponto de tangéncia. OT Lt

Justificativa: se t é tangente em T, todos os outros pontos de t sdo exteriores a circunferéncia e,
portanto, estdo mais longe de O do que T'. Assim, T" é o ponto de ¢ mais proximo de O, e a menor
distancia de um ponto a uma reta € medida sobre a perpendicular.

Consequéncia: o raio OT', o segmento tangente PTeo segmento OP formam um tridngulo retangulo em 7',
Pelo teorema de Pitagoras, PT? + R? = OP2.

1.6 Posicoes relativas de duas circunferéncias

Sejam duas circunferéncias de raios R e r (com R > r) e d a distancia entre os centros.

Do (P

exteriores tangentes exteriores secantes
d>R+r d=R+r R-r<d<R+r
o [ )
tangentes interiores interiores concéntricas

d=R-r d<R-r d=0



exteriores d>R+r 0

tangentes exteriores d=R+r 1
secantes R—r<d<R+r 2
tangentes interiores d=R-—r 1
interiores (uma dentro da outra) d<R-—r 0
concéntricas (caso particular) d= 0

ORIGEM DAS CONDIGCOES D =R+ RED =R - R

Quando as circunferéncias sao tangentes exteriores, o ponto de contato pertence ao segmento que une
os centros: do primeiro centro ao ponto de contato ha R, e do ponto de contato ao outro centro ha r.
Logo,d = R+ .

Quando sao tangentes interiores, o ponto de contato também esta alinhado com os centros, mas o raio
menor fica sobreposto ao maior. Logo, d = R — r.

Se a distancia entre os centros supera R + r, as circunferéncias ficam separadas; se € menor que R — r
, uma fica no interior da outra.

Método da reta numérica: marque R — r e R + r e verifique em que intervalo esta d.

tang. interiores tang. exteriores

interiores secantes exteriores
| | |
I I

A\ 4

0 R-r R+r
(d = 0: concéntricas)

ERROS COMUNS

e Usar o diametro onde a formula pede o raio (“diametro 10" significa R = 5).

* No Pitagoras da corda, usar a corda inteira em vez da metade.

e Em duas circunferéncias, comparar d com R (e ndo com R + r ou R — 7).

e Escrever r — R (negativo) em vez de R — r: use sempre maior menos menor.

e Esquecer o angulo reto entre tangente e raio, que é o que permite aplicar Pitagoras nos problemas
com tangentes.



1.7 Quadro-resumo

m O que comparar / usar Formula-chave

Diametro dois raios D = 2R (maior corda)
Corda metade da corda, distancia, raio (%)2 +d>=R% f=R—d
Ponto d(O,P)com R < interior - = pertence - > exterior
Reta d(O,s) com R < secante - = tangente - > exterior
Tangente raio 1 tangente PT? + R? = OP?
Duas circunferéncias dcomR+reR—r reta numérica

2. EXERCICIOS RESOLVIDOS

Exercicio resolvido 1. Numa circunferéncia de raio 7 cm: (a) qual € o comprimento da maior corda
possivel? (b) E possivel tragcar uma corda de 15 cm?
Resolucao:

1 Lembrar: a maior corda é o didmetro, e D = 2R.

2 Calcular: D =2-7=14cm.

3 Comparar: toda corda mede no méaximo 14 cm. Como 15 > 14, ndo é possivel tragar nessa
circunferéncia uma corda de 15 cm.

Resposta: (a) 14 cm; (b) nao.




Exercicio resolvido 2. Numa circunferéncia de raio 10 cm traga-se uma corda de 12 cm. Calcule a

distancia do centro a corda e a flecha correspondente.

Resolucao:

Resposta:d = 8cme f = 2cm.

Desenhar a perpendicular OM a corda: ela
cai no ponto médio, entdo AM = 12 + 2 = 6.

Triangulo retangulo OM A: hipotenusa
OA = 10 (raio), catetos 6 e d.

Pitagoras: 62 + d?> = 10°> = 36 + d° =
100 = d?> = 64 = d = 8 cm.

Flecha: do centro até a circunferéncia, na
direcao de M, a distancia é R = 10; desse
total, d = 8 ficam entre O e M. Logo, f =
10— 8 =2cm.

Exercicio resolvido 3. Uma corda estd a 5 cm do centro de uma circunferéncia de raio 13 cm. Quanto

mede a corda?

Resolucao:

Resposta: a corda mede 24 cm.

Chame de x a metade da corda.
Pitagoras no triangulo OM A: 22 + 52 =
132 = 22 =169 — 25 = 144 = z = 12.

Corda: como x € a metade da corda, ela mede
2z = 24 cm.



Exercicio resolvido 4. Uma circunferéncia tem raio 5 cm. Classifique as retas r, s e t, que distam do
centro, respectivamente, 3cm, 5cme 7 cm.
Resolucao:

1 Regra: comparar a distancia d (centro-reta) com o raio R = 5.

2 7:d =3 <5 = secante (corta em 2 pontos). A corda determinada por r mede 2v/5% — 32 = 2.
4 =8cm.

3 s:d =5 = R s tangente (toca em 1 ponto).

4 t:d=7T>5= exterior (ndo toca).

As trés situacdes correspondem, da esquerda para a direita, a figura da secao 1.5.

Resposta: r secante, s tangente, ¢ exterior.

Exercicio resolvido 5. Um ponto P estd a 10 cm do centro de uma circunferéncia de raio 6 cm. Traca-se
por P uma reta tangente a circunferéncia no ponto 1'. Calcule PT.

Resolucao:

1 Posicdode P: 10 > 6, entdo P é exterior (por
isso é possivel tracar tangentes por P).

2 LigarOaT: OT = 6 (raio) e, pela
propriedade da tangente, OT | PT'. O
triangulo OTP é retangulo em T'.

3 Hipotenusa: é o lado oposto ao &dngulo reto,
OP = 10.

4 Pitagoras: 22 +62=10 =22 =64 =
x =8.

Resposta: PI' = 8 cm.




Exercicio resolvido 6. Duas circunferéncias tém raios R = 8 cm e r = 3 cm. Dé a posicéo relativa entre
elas quando a distancia entre os centros é: (a) 12; (b) 11; (c) 7; (d) 5; (e) 2 (em cm).
Resolucao:

1 Calcularosmarcos: R+r =11e R—r =35.

2 Desenhar areta numérica e localizar cada valor de d:

interiores secantes exteriores
: } (] } } + t () t t t +—.—!ﬁ
0 5=R-r 11=R+r
(e) 2 (d)5 ()7 (b) 11
(a) 12

3 (a) 12 > 11 = exteriores. (b) 11 = 11 = tangentes exteriores. (c) 5 < 7 < 11 = secantes.

4 (d) 5 =5 = tangentes interiores. (e) 2 < 5 = interiores (a menor fica no interior da maior, sem
contato).

Resposta: (a) exteriores; (b) tang. exteriores; (c) secantes; (d) tang. interiores; (e) interiores.

Exercicio resolvido 7. Trés circunferéncias de raios 2 cm, 3 cm e 4 cm sao tangentes exteriores duas a
duas. Calcule o perimetro do tridangulo cujos vértices sao os trés centros.

Resolucao:

1 Tangentes exteriores: a distancia entre dois
centros € a soma dos raios.

2 Ladosdotriangulo: AB =2+ 3 =5; AC =
24+4=6,BC=3+4=1"1.

3 Perimetro: 5 +6 +7 =18 cm.

4 Observacao: cada raio entra em dois lados;
por isso, o perimetro é 2(2 + 3 +4) = 18.

Resposta: 18 cm.




Exercicio resolvido 8 (desafio). Numa circunferéncia de raio 5 cm tracam-se duas cordas paralelas, de 8
cm e 6 cm, situadas em lados opostos do centro. Qual é a distancia entre as cordas? E se estivessem do
mesmo lado do centro?

Resolucao:

1 Cordade 8: metade 4.4 + d} = 5> = d; =

3.
m 2 Cordade6: metade 3. 32 + d3 = 52 = d, =

4.

3 Lados opostos: as distancias se somam: 3 +
4="Tcm.

4 Mesmo lado: as distancias se subtraem: 4 —
3=1cm.

Resposta: 7 cm (lados opostos) ou 1 cm (mesmo lado).

3. EXERCICIOS DE FIXAGCAO

Uma circunferéncia tem raio 6 cm. Quanto mede o seu didmetro? Qual é a maior corda que se pode tracar
nela?

Numa circunferéncia de raio 17 cm traga-se uma corda de 30 cm. Calcule a distancia do centro a corda.
kB Uma corda de 16 cm estd a 6 cm do centro de uma circunferéncia. Calcule o raio e o diametro.

Uma circunferéncia tem raio 4 cm. Os pontos A, B e C distam do centro 3 cm, 4cme 6,5 cm. Dé a
posicao de cada ponto.

Duas circunferéncias tém raios 7 cm e 2 cm. Classifique a posigao relativa quando a distancia entre os
centros é: (a) 10; (b) 9; (c) 6; (d) 5; (e) 3; (f) 0.

De um ponto P, distante 25 cm do centro de uma circunferéncia de raio 7 cm, tragca-se uma tangente PT
. Calcule PT.

4. QUESTOES DE CONCURSOS MILITARES

Questodes oficiais de provas anteriores (EFOMM, EPCAR, EsPCEx, AFA e Escola Naval), selecionadas do
banco de questdes da Trilha Militares.



[EsPCEx 2022]

Analise as afirmativas abaixo e, em seguida, marque a opgao correta. I. Considerando duas
circunferéncias no plano £, ndo concéntricas, A; (de centro em O, e raio r{) e Ay (de centro em O, e
raio r2), com r1 > 79, ha cinco possibilidades para as posicoes relativas entre A1 e As. Il. Circunferéncia
€ um conjunto de pontos de um plano cuja distancia a um ponto dado desse plano € igual ou inferior a
uma distancia, ndo nula, dada. lll. Se, no plano £, uma reta s, secante a uma circunferéncia A (de centro
em O e raio r), ndo passa pelo centro O, intersectando A em A e B, e se M é o ponto médio da corda E,
entao a corda OM é perpendicular a reta s.

(A) Somente as afirmativas | e Ill estdo corretas.
(B) Somente as afirmativas Il e lll estdo corretas.
(C) Somente as afirmativas | e Il estdo corretas.

(D) Somente a afirmativa Ill esta correta.

(E) As afirmativas |, Il e Ill estdo corretas.

m [EFOMM 2019]

Foram construidos circulos concéntricos de raios 5 cm e 13 cm. Em seguida, foi construido um
seguimento de reta com maior comprimento possivel, contido internamente na regido interna ao circulo
maior e externa ao menor. O valor do seguimento é

(A) 8,5cm
(B) 11,75 cm
(C) 19,25 cm
(D) 24 cm
(E) 27 cm

m [EPCAR 2025]

Considere duas circunferéncias concéntricas de raios 10 e 5 centimetros. Internamente a circunferéncia
maior e externa a circunferéncia menor, traca-se uma corda AB de 12 cm. Unindo o centro O das
circunferéncias aos pontos A e B, construimos o triangulo AOB. Os lados AO e OB desse triangulo
intersectam a circunferéncia menor nos pontos C e D, respectivamente.

Analisando a figura gerada pela situagao descrita acima, julgue as afirmacoes abaixo em verdadeiro ou
falso e marque a alternativa correta.

[) A area do triangulo OAB é o dobro da area do triangulo OCD.
) A altura do triangulo OCD mede 4 cm.
lI) A area do trapézio ABCD mede 45 cm?.

(A) Todas as afirmacdes sdo verdadeiras.
(B) Apenas uma afirmacao é verdadeira.
(C) Duas afirmagdes sdo verdadeiras.

(D) Todas as afirmacdes sao falsas.



m [EsPCEx 2018]

Os centros de dois circulos distam 25 cm. Se os raios desses circulos medem 20 cm e 15 cm, a medida
da corda comum a esses dois circulos é

(A) 12 cm.
(B) 24 cm.
(C) 30 cm.
(D) 32 cm.
(E) 36 cm.

n [EPCAR 2024]

Na figura abaixo, temos o quadrado EPCA circunscrito a circunferéncia de centro R. Dentro do quadrado,
foi desenhada uma nova circunferéncia de centro B e tangente a circunferéncia de centro R no ponto N.
Os lados PC' e AC' do quadrado tangenciam a circunferéncia de centro B.

E P

S

g
.

A C

Se o lado do quadrado mede 12\/§ cm, entao o segmento CB mede, em cm,

(A) 36 — 24v/2
(B) 18v/2 — 24
(C) 36v/2 — 48
(D) 16 — 8+/2

n [EsPCEx 2018]

Considere uma circunferéncia de centro O e raio 1 cm tangente a uma reta r no ponto Q. A medida do
angulo M OQ é 30° onde M é um ponto da circunferéncia. Sendo P o ponto da reta r tal que PM é
paralelo a OQ, a area (em cm?) do trapézio OMPQ é

(A) 1 — 42,
®) 2 - L.
€)1+ £,
(D) 2 — ¥,
E) 2

m [EsPCEx 2017]

Seis circulos de raio 1 cm sdo inseridos no paralelogramo MNPQ, de area X cm?, de acordo com a figura
abaixo. Sabendo-se que os seis circulos sao tangentes entre si e com os lados do paralelogramo, a area



X, emcm?, é

(A) 11 + 64/3.
(B) 30+;4M3.
(C) 10 + 5+/3.

(D) 11 — 6/3.
(E) 36+20+/3
43 )




S I R O T R
07 A 08 D 09 B 10 B
n A 12 A 13 E

¥ 01a 06 -Fixacao

01. D =2 -6 = 12 cm. A maior corda € o préprio didmetro: 12 cm.

02. Metade da corda: 15. 152 + d? = 17? = d? = 289 — 225 = 64 = d = 8 cm.

03. Metade da corda: 8. R? = 82 4 62 = 100 = R = 10 cm; diametro 20 cm.

04. A: 3 < 4, interior. B: 4 = 4, pertence a circunferéncia. C: 6,5 > 4, exterior.

05.R+r=9e R—r=>5.(a) 10 > 9: exteriores. (b) 9: tangentes exteriores. (c) 5 < 6 < 9: secantes. (d) 5:
tangentes interiores. (e) 3 < 5: interiores. (f) 0: concéntricas.

06. Triangulo OTP retangulo em T: PT? = 252 — 72 = 625 — 49 = 576 = PT = 24 cm.
¥ 07 a13 - Concursos militares
07 (A) - EsPCEx 2022.

I. Correta: exteriores, tangentes exteriormente, secantes, tangentes interiormente e uma interior a outra (o caso
concéntrico foi excluido).

IIl. Errada: “igual ou inferior” descreve o circulo (disco); a circunferéncia € s6 o conjunto dos pontos a distancia
igual ao raio.

Ill. Correta na esséncia: o segmento que liga o centro ao ponto médio de uma corda é perpendicular a ela (OM
nao é propriamente uma corda, mas é a propriedade cobrada).

08 (D) - EFOMM 2019.

O maior segmento é uma corda do circulo maior tangente ao menor (qualquer corda mais préxima do centro
cortaria o circulo menor). A distancia do centro a corda é 5:

{=24132-52=2.12=24cm
09 (B) - EPCAR 2025.
A distancia de O & corda AB é +/102 — 62 = 8 cm, e a 4rea de OAB é 122—'8 = 48 cm?.

C e D estdo nos meios de OA e OB (OC = OD = 5): OCD é semelhante a OAB na razao %, com area % =12
cm? e altura relativa a CD de 4 cm.

I: 48 é o quadruplo de 12. Falsa. II: verdadeira. lll: o trapézio tem 48 — 12 = 36 cm?. Falsa.
10 (B) - EsPCEx 2018.

Como 202 + 152 = 252, o triangulo formado pelos dois centros e um ponto de intersecdo é retangulo nesse
ponto. A corda comum & perpendicular a linha dos centros, e sua metade € a altura relativa a hipotenusa:
~20-15
25

h =12 = corda=24cm




11 (A) - EPCAR 2024.
A circunferéncia maior tem raio 61/2, e RC é metade da diagonal: H\Qﬂ =12.

A menor, de raio p, tangencia os dois lados em C: seu centro esta na diagonal, com CB = pﬂ. Tangentes
externas: RB = 64/2 + p. Como R, B e C estdo alinhados:

6vV2+p+pV2=12 = p:%f:(l2—6\/§)(\/§—l):18\/§—24

CB = pv2 = 36 — 24V/2.
12 (A) - EsPCEx 2018.
Comrno eixo x, @(0,0) e O(0,1): M = (sen30°, 1 — cos 30°) = (%, 1-— @) e P (3,0).

Bases paralelas OQ) =1e PM =1 — 32@ altura %:

S:(1+1—§)-§: V3
8

1
2 2
13 (E) - EsPCEx 2017.

Centros da fileira de baixo em (—1,0), (1,0), (3,0) e da de cima em (0, v/3), (2, v/3), (4, v/3) (circulos de
fileiras vizinhas sao tangentes, com centros a 2 de distancia). Altura do paralelogramo: 1 + V3+1=2++3.

Os lados inclinados sao paralelos a reta dos centros (—1,0) e (0, 1/3), que faz 60° com a horizontal, e ficam a

distancia 1 dela. Na horizontal, esse afastamento vale @ = % de cada lado:
3
4
base = 4 + %

4 8 20v3 36 +20v/3
X=[(4+—=)2+V3)=8+4V3+—+4=12+ =
(44 75) e % 3 3
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